El uso de técnicas ci=ntificas con fines operativos
se remonta a la anticOedad. Asi seria Arquimides el
primero en practicar |z Investigacion Operacional
cuando concentrando [z energia solar mediante es-
pejos habria logrado incendiar los navios romanos,
durante el sitio de Sirzcusa.

Con el objeto de ms=jorar la operatibilidad del
ejército de Baviera, Berjamin Thompson, conde de
Runford, estudio y logré la eleccion de la tela optima
para la ropa de los sc!dados. También se ocupd
del problema de su alim=ntacién con vistas a reducir
su costo.

Riquet, en 1662 pres:”.::p un plan, basado en prue-
bas efectuadas sobre madelos reducidos, que permi-
tié6 construir en 15 zfics, a partir de 1666, el Gran
Canal del Languedoc, Francia, canal de 240 Km de
longitud y que vincula =l Atlantico con el Medite-
rraneo.

A pesar de éstos y ofros ejemplos histéricos, se
reconoce como fecha d= nacimiento de la Investi-
gacion Operacional, Iz vispera de la Segunda Guerra
Mundial. Al decir de Churchmann, ninguna ciencia
ha nacido en un diz dsterminado; emerge por la
convergencia de un crecisnte interés en determina-
dos problemas y por el desarrollo de métodos cien-
tificos, técnicas y herremientas que resulian ade-
cuadas para resolverlos.
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PLAN DE LA OBRA

Conocemos los problemas de la citedra. Sabemos cue un apuni2, por
regular que sea, mejora el resultado del sistema educando-zducador, al aclarar
las reglas del juego.

Este libro estd especialmente dirigido a nuestros alumnecs de ingenieria
y de ciencias econdmicas. Esperamos que sea un texto ce introduccion, un
manual que les de una vision general y los motive a profuncizar esta gran aven-
tura del pensamiento.

En esta entrega que consta de dos titulos hemos inclaidoe los temas que,
a nuestro juicio, son mas recientes y ademds mas promisorios. Esperamos que
en proximos volimenes de esta misma Serie iremos complementando los otros
temas que cubren el resto del contenido de los programas minimos de nuestras
citedras de Investigacion Operacional, y del cual los alumncs sélo poseen notas
de clase.

Pero esto no ha sido la Ginica razon de su publicacién. Ademds de corres-
ponder a la primera parte de nuestros actuales programas, Iz metodologia utili-
zada estd a nuestro juicio mas intimamente ligada con nuestra posibilidad de
conocer. Podréd llamar la atencion que un primer volumen sobre temas de Inves-
tigacion Operativa no se refiera a la Programacion Lineal. No es casual que haya
sido asi. Entendemos que los métodos analiticos que en aguella se emplean,
configuran toda una estructura extraordinariamente racional. de gran potencia,
que permite hasta el analisis de sensibilidad de las soluciones. con eleganciz, con
precision, con exactitud. Pero lamentablemente, no solo compartimos el juicio
de W. Baumol, quien en su libro Teoriz Economica y Andlisis de Operaciones
expresa: “La programacidon tanto lineal como no lineal, es una técnica totak
mente matemadtica, y por lo tanto, no tiene contenido econémico alguno™. ..
“la programacion nunca nos dird, de por si, nada acerca del funcionamiento de
parte alguna de la economia”, sino que tenemos también muy ea cuenta las hi-
pbtesis que debemos adoptar frente a una situacién real, para poderla aplicar;
hipotesis que como la de proporcionalidad, de aditividad, de= divisibilidad v de
constancia y exacto conocimiento de todos los coeficientes, deben adoptarse
con sumo cuidado frente a cada situacién en consideraciom. Es precisameate
lo maravilloso de esa estructura que nos puede ocultar tales mconvenientes.
Nuestro accionar en la labor docente y'en la vida profesional nos ha hecho
tomar con cautela todo aquello que aparezca como demasizdo exacto. Hemos
visto muchas veces buscar qué problemas se pueden resolver con tzl herramierna,
en lugar de tratar de comprender el problema y luego buscar o crear la herra-
mienta necesaria para resolverlo.

Durante su redaccion hemos tratado de ser claros, de explicar las cosas
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todo lo simple que nos ha sido posible, la situacion real que nos motiva, el
modelo que lo representaria, las técnicas de resolucion y los modos de pro-
ceder. creyendo haber hecho suficiente énfasis en los aspectos pricticos. Esto,
creemos, ha sido consecuencia de nuestra labor, no solo en las aulas, sino en
el quehacer profesional, donde la realidad presiona con mayor intensidad, y
donde ¢l “tiempo” alcanza su verdadero significado.

El tratamiento matematico se ha mantenido tan elemental como nos ha
sido posible. Entendemos que para leerlo basta el conocimiento normal de
elementos de cilculo diferencial, integral y de probabilidades.

Hemos partido generalmente de problemas concretos y tras analizarlos,
recién fuimos hacia el modelo. No pensamos entonces en haber incurrido en
un anilisis de modelos; en todo caso, creemos haber establecido un estado inter-
medio entre aquello y el anélisis del problema.

Inspirados por la realidad, hemos planteado problemas concretos. Su ani-
lisis nes ha llevado a la adopcion del modelo. Pero es cierto que la seleccion de
los problemas se ha preordenado con el fin de dar un cierto ordenamiento a lgs
modelos resultantes.

Aunque la Investigacion Operacional es una ciencia fuertemente cuanti-
tativa, donde la matemdtica juega un rol muy importante, creemos que por
tener como objetivo la accion, dindole al tomador de riesgos bases racionales
para mejor decidir, necesita del concurso de otras disciplinas cientificas. No
creemos que la Investigacion Operacional pueda reducirse a una serie de modelos
de tipo matemdtico. Entendemos que quiza constituya una tentativa de inter-
disciplina. Pretender acercarse a la Realidad asi lo requeriria, pues ésta alin no
ha tomado conciencia (como ahora se dice) de que el conocimiento se ha depar-
tamentalizado en Facultades o Escuelas, y éstas, en departamentos cada vez mas
especializados.

El presente volumen se divide en dos partes. La primera constituye una
introduccidén a la Investigacién Operativa donde al mismo tiempo que hemos
resefiado la evolucion de esta ciencia, nacimiento, crecimiento, irradiacion,
hadendo especial referencia al desarrollo en nuestro pais, hemos tratado de
expresar qué es lo que entendemos por Investigacion Operacional.

L2 segunda parte se refiere a los grafes y algunas de sus aplicaciones,
donde se ha dedicado la mayor amplitud al tema de administracion de proyectos
por anilisis de redes, cuyas técnicas son conocidas, vulgar y comercialmente,
como CPM. y PER.T.

La primera y segunda parte constituyen realmente, una reedicion corre-
gida y aumentada de nuestra publicacion “Temas de Investigacién Operativa”,
efectuada por el Departamento de Mecanica de la Facultad de Ingenieria de
la Universidad Nacional de La Plata, en 1972, y que sirviera de texto para un
curso de actualizacion profesional.

En general, ademas de un ejemplo que se resuelve, se incluye a continua-
cidn de cada tema un ejercicio para que el lector lo resuelva, o lo verifique.
No hemos creido conveniente tomar como norma general el agruparlos todos
al final de cada capitulo.
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No pretendemos imponer nuestro criterio. Sélo lo exponemos ante los
lectores, quienes, a través de un proceso de critica, elaboraran su posicion per-
sonal. Creemos asi contribuir, aunqus sea muy modestamente, al desarrollo del
“espiritu de aventura” tan necesario para la investigacion cientifica.

Emir IBARRA
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LA INVESTIGACION OPERACIONAL

Siempre nos ha pre:cupado poder contestar concretamente a la pregunta
que a menudo nos han formulado:

iQué es la Investigacion Operacional?

Como esa preocupacion subsiste, esperamos que de las ideas y opiniones
que expondremos, surja uma forma de contestarla.

Se ha dicho que hasta hace unos afios, era costumbre iniciar los articulos
de cardcter general sobre la Investigacion Operaciohal con una definicion, pero
que ello ya no es asi [1].

Esto nos reconfortz porque hasta ahora no habfamos encontrado una de-
finicion que nos satisfaciera ampliamente y que pudiera ser lo suficientemente
simple y aclaratoria para los no iniciados.

Habiamos procedido, al inaugurar nuestros cursos, a dar una idea sobre el
contenido del programa que entendemos debe desarrollarse sn un curso de
iniciacion. Pero entendemos que si tratiramos de contestar a la pregunta inicial,
solamente con la expesicadn de los puntos a tratar, podriamos crear la falsa idea
de que la Investigacion Operacional es el conjunto de técnicas que permiten
resolver problemas de programacion lineal, stocks, etc. En el mejor de los casos
que se limita a aquello que ya se sabe [16].

Ante la imposibilicad de encontrar una definicion esencial a partir del
significado etimoldgico, ¥ atn de la comparacion de todas las definiciones que
se han dado y que discrepan bastante unas de otras, hemos pensado, inspiran-
donos en Hessen [9], efectuar una mirada al desarrollo histérico de esta disci-
plina, mencionando especaalmente ciertos hechos que favorecieron su desarrollo
explosivo, con la esperamza de poner de relieve sus rasgos principales, extraer
el concepto de su esenciz, comprender incluso las definiciones contradictorias.

Resefia historica

El uso de técnicas cientificas con fines operativos se rementa a la antigiie-
dad. Asi seria Arquimed=sel primero en practicar la Investigacién Operacional
cuando concentrando la =nergia solar mediante espejos habria Iogrado incendiar
los navios romanos, duracte el sitio de Siracusa.

- Con el objeto de mejorar la operatibilidad del ejército ce Baviera, Ben-
jamin Thompson, conde de Runford, estudié y logro la eleccion de la tela
optima para la ropa de los soldados. También se ocupd del problema de su ali-
mentacion con vistas a reducir su costo [1].

Riquet, en 1662 presenté un plan; basado en pruebas efectuadas sobre
modelos reducidos, que permitid construir en 15 afios, a partir de 1666, el Gran
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Canal del Languedoc, Francia, canal ¢z 240 km de longitud y que vincula el
Atldntico con el Mediterrdneo [1]. 2

A pesar de estos y otros ejernplcs histéricos, se reconoce como fecha de
nacimiento de la Investigacion Operzcional. Iz vispera de la Segunda Guerra
Mundial. Al decir de Churchman [S]. ningunz ciencia ha nacido en un dia
determinado: emerge por la convergeccia de un creciente interés en determi-
nados problemas y por el desarrollo ¢z métodus cientificos, técnicas y herra-
mientas que resultan adecuadas para resciverlos.

; En 1938, en Bawdsey, Gran Brzafia, un grupo de cientificos bajo la
direccion de Blackett (premio Nobel 2= Fisica). es encargado de est:xdiar los
problemas que permitan elegir una estrztegia radar optima, es decir que acon-
sejen la mejor manera de distribuir los radares existentes sobre el a’rch.ipié[ago
britinico con el objeto de optimizar la Zeteccion de lag posibles incursiones de
la aviacion enemiga.

~ Nos parece conveniente reproducir aqui la cita de Birrien [4] sobre la
decisién de Blackett: “agrupar un cierto nmero de hombres que posean una
buena experiencia cientifica pero ningfa conocimiento especial de radio, a fin
de estudiar los nuevos problemas desde wn punto de vista general”. La act’ividad
por ellos desplegada fue conocida como Investigacion Operacional (Operational
I.{esearch} porque sus primeros estudics fueron consagrados al uso operativo
del r_ad_ar. Expresa Birrien [4] que este trmino fue adoptado porque los trabajos
se distinguieron de los estudios clisicos de investigacion y desarrollo del radar
efectuados en gabinetes de estudio, o l:doratorics; este nuevo enfoque signifi-
caba 1: sol?fe el terreno, ver como funcicaaban las operaciones, aconsejar sobre
su aplicacién en el teatro de operaciorss, o sea. durante su uso real por las
tropas contra el enemigo.

'Oueremos enfatizar la misién asizmada a este grupo cientifico: analizar
el mejor uso de los radares existentes cor el objeto de obtener la deteccion mis
eficaz de las incursiones de la aviacion enemiga.

i Al _ﬁnalizar la Segunda Guerra. exiszian en Inglaterra, unos 350 cientificos
(asistiendo a las tres armas) encargados de sstudiar p::oblemas bélicos.

Entfe sus trabajos mds conocidos sz citan: [19] el ataque antisubmarino
la detm:mmacién del tamafio de los convoves que abastecieron desde los EE UU,
a los ejércitos aliados; el plan de bombardes sistematico de Alemania. a8

_ Se habia comprobado que la zccién del bombardeo directo a los sub-
marinos no acusaban rendimientos satisfactorios. El cambio del tipo de explosivo
no habia producido mejoras sensibles. Luzgo de estudiar el modo operativo de
ataque, se sugiri6 modificar la profundidzZ de explosién de las bombas. Puesto
en operaciones, se obtuvo una eficiesicia 3 veces mayor. No fue buscar nuevos
explosivos ni armas secretas, sino. . .

- . . utilizar de la mejor manera lo y2 sxistente.

. Al comprobar que la cantidad de naves hundidas por cada ataque sub-
marino era practicamente la misma, ndependientemente del tamafio del con-
Voy, se sugirio aumentarlo. De ese modo se logrd disminuir el porcentaje de
bajas. Simultineamente se obtenian mejorss condiciones de apoyo y de defensa
mutuos. De alli el enorme tamafio de los convoyes que atravesaron el Atlantico
Norte, abasteciendo a las fuerzas rusas.
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La experiencia recogida Ze los ataques aérevs permitid establecer el tipo
de explosivos a utilizar, el tonsisje de bombas a descargar, el modo de bombar-
dear, la formacién de las escuzdrillas aéreas necesarias, en calidad y cantidad,
para destruir los objetivos situ:dos en Alemania y que fueron seleccionados de
acuerdo con su importancia y con la urgencia en destruirlos.

Poco después de Pearl Hzrbor, los EE.UU. comienzan a incorporar grupos
de cientificos a sus estados mzvores, inspirindose probablemente en su aliada
Gran Bretafia. Al terminar las hostilidades, la Fuerza Aérea tenia alrededor de
400 investigadores operacionalss, calculdndose que cantidades similares existian
en la Marina y en el ejército de los EE.UU.

Como aplicaciébn més i—portante se menciona el operativo “Hambrea-
miento” del archipiélago japorss. Del andlisis de los informes sobre el sembrado
de minas por los bombarderos B. 29, se determind el mejor modo de operar:
cada aparato debia actuar aislzdamente, en horas de la noche y a una altura
de unos 300 metros. Aplicandc sste sistema desde los primeros meses de 1945,
se roded el archipiélago con ur cinturén de 12.000 minas. Terminada la guerra,
se observd que habia producico bajas de navios mercantes japoneses, en can-
tidad tan importante como la conseguida con el bombardeo directo. La diferen-
cia radicaba en que la actividac de los bombarderos habia sido s6lo una vigésima
parte de la desplegada para el bembardeo directo.

Los equipos de cientificas fueron asignados, como asesores, a quienes
tenfan la responsabilidad de corducir 1as operaciones. De alli —dice Ackoff [2]-
que sus trabajos fueron luego onocidos como INVESTIGACION OPERACIO-
NAL en el Reino Unido y con una variedad de nombres en los EE.UU.: andlisis,
evaluacion, investigacion de oreraciones; anilisis, evaluacion, investigacion de -
sistemas; ciencias de administrzcion (Management Sciencie). El nombre de IN-
VESTIGACION DE OPERACIONES fue, y es, el usado con mayor amplitud
en los EE.UU.

Postguerra

Resulta claro que la Seguzda Guerra fue un hecho que “presiond” favora-
blemente el desarrollo de estas disciplinas, dado que en tales periodos las urgen-
cias econdmicas quedan subordinadas a las necesidades de la Defensa.

Se ha dicho [19] que los cientificos de mayor jerarquia contribuyeron a
la creacion de esta nueva cienci precisamente porque se trataba de un periodo
de guerra, pues, en tiempos de paz, sus ocupaciones habituales no les hubieran
permitido dedicarse a aquella actividad.

Terminada la guerra en 1945, las investigaciones contindan tanto en el
terreno militar como en el civil Después de 1945, Gran Bretafia, se encuentra
con una economia debilitada. Ha sufrido incluso en su propio territorio, las
consecuencias de las acciones élicas. Debe reconstruir. En cambio, EE.UU.
puede dedicarse a tareas de exgansion. Estasituacion explicaria dos mentalida-
des diferentes que ya se habian Zisinuado durante el periodo bélico.

Gran Bretafia, y Europa 2n general, tendern a usar de la mejor manera
posible lo ya existente. EE.UU.. si bien se inspird inicialmente en Gran Bretafia,
lugar de nacimiento de la Invasstigacion Operacional, se dedicara mas hacia la
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crezcidn de ruevos elementos. Quizd en esto radique la causa de que las disci-
plinzs reciban nombres diferentes a uno y otro lado del Atlintico.

Los amzricanos hablan de la Operations Researchs (Investigacion de Ope-
racicaes), en cambio los ingleses hablan de la Operational Research (Investiga-
cion Operativz u Operacional).

Franciz utiliza la denominacion de “Recherche Opérazionnelle”. Italia,
usa “Ricerca Operativa™. Espafia, Investigacidn Operativa. Desde que se iniciara
€0 ntestro pais, hacia mediados de la década del 50 segiin nueszro conocimiento,
se uzliz6 el nombre de Investigacion Operativa —y a veces, Operacional—.
Dejazios consiancia que lamentamos que traducciones de texzos europeos que
circun en nusstra patria, hagan uso del titulo . . .Investigacién de Operaciones.

Como sz puede observar estos nombres evidencian dos mentalidades dife-
rentes la europea tiende a como debemos hacerlo; en cambio la americana
hzcia qué debemos hacer.

Mis hacia las técnicas de creacion los americanos; mis hacia las técnicas
¢z mzjor uso ce lo ya existente es la mentalidad europea. [

La reduccion de sus gastos de defensa, la serie de nacionzlizaciones de sus
indusias bdsicas, la necesidad de reconstruir sus plantas ind=striales, habrian
sido lis razonss principales que favorecieron, en Gran Bretafiz. el comienzo de
l= aplcacion dz la Investigacion Operacional en el sector civil.

El incremento de la investigacion de sistemas de defersa por parte de
EE.UL. seria k causa de que la mayoria de los investigadores cperativos perma-
necieran al servicio de las Fuerzas Armadas. Segiin Ackoff [2] el pasaje de los
cientificos haca el sector civil se produciria en los primeros afios de la década
iziciaca en 1930, cuando el conflicto de Corea demandé mayor productividad
de gren parte de la industria americana. A partir de entonces. la Investigacion

Operzcional comienza a expandirse en los EE.UU.: industrias. firmas consul-

toras, universicades, institutos de investigacion y reparticiones z=hemamentales,
absorten muchos de aquellos cientificos.

Sintess cronolagica

Hemos guerido indicar cronoldgicamente algunos acont=cimientos que,
eniencemos, hzn permitido cumplir con la trayectoria de todz ciencia: nacer,
crecer 2 irradiar.

1938: -Gran Bretafia. Blackett forma al primer grupo de Investigacion Operativa

1940: -Gran Bretafia. Puesta’ en operacion de los primeros equipos de Investi-
zcion Operativa en el terreno militar.

1942: _EE.UU. Igual accioén que Gran Bretafia en 1940.

1926: Gran Bretafia. Creacién de un grupo operacional en el Ministerio de

Comercio.

-EE.UU. Descubrimiento de la EIN.LA.C. por Eckert-Manchly. Se crea

Iz Rand Corporation.

1947: -EE.UU. Dantzig pone a punto el método del Simplex para resolver pro-

blemas de P.L.

1928: -Gran Bretafia. Se crea la Operational Research Society.
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1950: -Gran Bretaiia. Comienza a publicarse el Operational Research Quarterty.

1951: -EE.UU. Construccién del primer ordenador comercial UNIVAC | por
Ecker-Mauchly.

1952: -EE.UU. Se crea la Operations Research Society of America (ORSA) que
publicara el Journal of the 0.R.S.A.

1956: -Francia. Se crea la Société Frangaise de Recherche Operationelle que
editard Revue de Recherche Operationnelle (Dunod).
-EE.UU. Aparecen las computadoras de segunda generacion (a transistores).

1957: -Se establece la International Federation of Operational Research So-
cieties (L.F.O.R.S.).
-EE.UU. Churchman-Ackoff-Amof publican el primer libro basico so_bre
Investigacion Operativa [ntroduction to Operations Research. Wiley
& Sons, 1957.

1960: -Argentina. Se formaliza la constitucion de la Sociedad Argentina de In-
vestigacion Operativa.

LA INVESTIGACION OPERACIONAL EN NUESTRO PAIS

Es dificil para quienes fuimos actores del proceso mantenernos totalmente
objetivos. Sirvan estas palabras, de anticipada disculp_a‘ _ . _ :

Hacia 1958, se realizan en la Junta de Investigaciones y I:xpt:r:mentau?lo-
nes de las Fuerzas Armadas (Avda. del Libertador casi Coronel Dla;), un ciclo
de conferencias sobre [nvestigacion Operativa, organizado y conduqc_lq por el
Dr. Agustin Durafiona y Vedia. En 1959, en ese mismo lugar y dirigido por
el mismo distinguido cientifico argentino, se dicta un curso anual sob‘rej el tema,
al que concurren profesionales y funcionarios de diferentes reparticiones na-
cionales.

Desde unos afios antes, en Transportes de Buenos Aires {T.B.A_.) un grupo
de profesionales (muchos de ellos egresados de la Universidad Nacmna_l l,:le La
Plata) habian comenzado a tratar de aplicar métodos cie_m!ﬁcos (hoy du-.:amos
de programacibn matematica) a los problemas de_ mantenimiento de las umfiades
de transporte. Factor fundamental de estas actividades fueron la presencia del
Ing. Pedro G. Fleitas como Administrador de T.B.A., de su asesor técnico, el
Sr. Ramén Bacardit Cardo y del profesor Dr. Faustos Toranzos. _

Nada mejor que parte de ese grupo tuviera la oportunidad de un conoci-
miento sistematico de la disciplina que ya venia aplicando. Y esa fue la opor-
tunidad que tuvimos de reencontrarnos con el gran maestro Dr. Durafiona y
Vedia. o)

Sobre la finalizacion de 1959, quienes veian la gran aplicabilidad de esta
disciplina, comenzaron a reunirse, en CITEFA primero, en los salo{les ‘flf" I.N.T.L
después, tratando de organizar la Sociedad Argentina de Investigacion Opera-
cional. Recuerdo a los doctores A. Durafiona y Vedia; Toranzos, F.; Magdalena
Moujin Otafio; E. Machado; a los ingenieros H. Reggini, C. Muller y H. Bravo
como asiduos concurrentes. Esas acciones iniciales dieron pronto fruto: en mar-
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zo de 1960 se formaliza la cr=acidn de la Sociedad Argentina de lzvestigacion
Operativa (S.A.D.LO.).

La realizacion de Jomacas, cursos y conferencias, la intervencion en con-
gresos internacionales; la publicacion de los Anales de las jornadas respectivas,
de su boletin periddico, son alstinas muestras de su importante accion.

Una muy importante labor realiza la Escuela de Investigacién Operativa
(Direccion General -de Investizacidn y Desarrollo - Ministerio de Defensa). En
ella pueden cursarse estudios de distinta duracién y para diferentes niveles.
Organiza anualmente, varios Seminarios sobre diversas disciplinas que ademis
de darle al asistente una ampliz informacidn, les permite forjar razonzbles espec-
tativas sobre el uso de esta intzrdisciplina, en la conduccion de organizacionesy,
en general, en la adopcion de decisiones. Publica regularmente un Anuario.

Con respecto a su utilizzcién en la actividad econdmica nos parece sufi-
ciente remitir al lector a la consulta de las publicaciones mencicnadas (por
ejemplo: los Anales y Boletines de S.A.D.1.O.). Basta una ripida rzcorrida de
sus paginas para constatar la cantidad de investigadores que se dediczn a su apli-
cacion en diferentes sectores de queshacer nacional.

La Investigacion Operacional en nuestras universidades

Entendiendo necesario promover a la educacién y entrenamiento en In-
vestigacion Operacional, en el &mbito universitario, un grupo de discipulos del
Dr. Durafiona, comienza a difiandirla a través de conferencias, cursos y semi-
narios.

Tenemos presente aqui zl Ing. Isidoro Marin que dirige su atencibn a la
Universidad de Buenos Aires. Por nuestra parte concentramos nuestros esfuerzos
en La Plata. Estimamos que muy pocos afios después similares esfuerzos se
desarrollaron en Bahia Blanca. Cordoba, Mar del Plata, etc.

Actualmente existen cursos regulares en la mayoria de las carreras de
Ingenieria, Ciencias Econdmicas, Estadistica, Matematica, especialmente, de
casi todas las universidades argeritinas, tanto nacionales como privadas.

La Investigacion Operacional en la Universidad Nacional de La Plata

El apoyo especialmente d= dos grandes maestros, el Dr. Clodoveo Pasqua-
lini y el Dr. George M. J. Dedetant, hacen posible que en 1960, en el Departa-
mento de Aerondutica, de la entonces Facultad de Ciencias Fisicomatematicas,
pudiésemos dictar, junto con =] Ing. Helio N. Bravo, un cufso scbre algunos
temas de Investigacion Operaciomal, para graduados y alumnos de la Universidad,
CUrsos que se reiteraran en afios siguientes.

Corresponde también al Dr. Clodoveo Pasqualini, el mérito de haber lo-
grado la incorporacion de la Imwestigacion Operacional al plan de estudios de
una ingenieria. Desde 1969, se dicta regularmente en el Departamento de Aero-
nautica, la asignatura Investigacicn Operativa.

Casi inmediatamente despmés, el Departamento de Ingenieria e la Pro-
duccién y el Departamento de Mecinica inician actividades similares.

Sabemos que desde hace unos afios el Dr. Emilio Machado dictz tal asig-
natura en la Facultad de Ciencizs Economicas.

8

Es probable que hayamos omitido algiin accionar similar en alguno de los
sectores de nuestra Universidad Nacional de La Plata. Esperamos que con el
tiempo podamos salvarlo. Por ahora, reiteramos nuestras excusas.

"ALGUNAS DEFINICIONES

DE INVESTIGACION OPERACIONAL

Las definiciones primitivas no son suficientes. No podemos quedamos
con que es un conjunto de técnicas que sirven para mejorar la eficiencia de la
gestion. Tampoco con que es: la ciencia de la decisién; o con: aquello que los
investigadores operacionales hacen.

Para Johnson [4], la Investigacion Operacional estaria definida como la
prediccién y comparacién de valores, de eficiencias y de costos, de un conjunto
de elecciones especificas sobre una accién que ponga en juego sistemas hombres-
miquinas. Se basa sobre un modelo de la accién. descripto analiticamente por
una metodologfa logica, y si es posible, por una metodologia matematica en
la cual el valor de los pardmetros de base de la accion se determina ya sea por
un anlisis histérico, ya por la concepcion de las operaciones, ya por experien-
cias, ya por cdlculos. Dado que deberan incluirse todos los factores humanos
y materiales, se obtendrd para la accién propuesta, una estimacion de la incer-
tidumbre en la prevision del resultado, sus valores, su eficiencia y su costo.

Koontz y Daniel, estiman que la definicion més aceptable consistiria en
decir:

.. .es la aplicacién de métodos cientificos para estudiar las alterna-

' tivas [rente a una situacién que presente problemas, con el objeto

de administrar una base cuantitativa que nos permita llegar a una

solucion 6ptima, en funcidn de los objetivos perseguidos.

Es evidente que la Investigacion Operacional se refiere a problemas reales.
Es por lo tanto la realidad quien motiva el anlisis, el ataque, del investigador
operacional. Frente a los problemas generados por la situacion detectada, debe
hacer uso de métodos para resolverlos. La resolucion debe hacerse en forma
integral, no olvidando las interacciones entre el medio y el sistema que estamos
examinando, ni un aspecto frecuentemente olvidado: el aspecto humano del
problema.

DECISION E INVESTIGACION OPERACIONAL

El motivo del éxito o del fracaso de cualquier operativo, ya sea militar,
comercial. industrial, politico, social, etc., depende de la adecuada o erronea
utilizacién de los medios que se disponen para ese fin. Para ello, frente a distintas
alternativas se debe “decidir”.

Entendemos que decidir es: elegir éntre diferentes alternativas. Cuando
ese proceso de seleccion lo efectuamos considerando diferentes criterios que,
como “filtro de opciones”, nos permiten establecer un orden de preferencia,
estariamos buscando la decisibn 6ptima.

Esos criterios podrian ser. por ejemplo, [17]: la mayor o menor contri-
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bucion al logro del objetivo. costos a incurrir, tiempos de realizacién, factibili-
dad, posibles efectos secundarios.

Es evidente reconocer que practicamente ninguna de las alternativas pre-
sentadas, satisfard plenamente la totalidad de los criterios. Ante esta realidad,
no serd pretensiosc hablar de “decision optima”. No seria mejor decir subopti-
mizar, en lugar de optimizar.

Con respecto a la factibiiidad conviene aclarar lo siguiente. No basta con
que la alternativa seleccionadz sea técmicamente correcta y economicamente
sana. Posteriormente, deberd onérsela en operaciones. Y aqui es necesario
contar con la aceptacion de quienes deben ejecutarla. Siempre hemos sostenido
[11 y 12] que las restricciones no son Unicamente de caricter material, que las
mis importantes son las restricciones humanas. Acaso no hemos comprobado
a menudo que un método, por sxcelente que fuese, si no es entendido por quie-
nes deben aplicarlo, se traduce casi con seguridad, en un fracaso.

George S. Odiorne [17. pdg. 75]. contempla estos mismos factores. Con
respecto al tercero, expresa textualmente:. . . “;Es culturalmente posible? Mu-
chas ideas, técnica y racionalmente brillantes, son del todo initiles porque no
pueden salvar barreras culturzlss. Estas pueden mostrarse en forma de resis-
tencias que usted puede esperar de parte del jefe, su propia esposa, el sindicato.
sus compafieros o los clientes. 5i ellos no aceptan la opcion, ésta debe consi-
derarse como impracticable a menos que se pueda obtener la aceptacion™. . .

Pero luego de la decisiéa viene la accion. La decision se traduce en:
coordinar un conjunto de actividades cuyas consecuencias se sentiran en el
Suturo. Y, ademds, esas consecuencias son generalmente importantes.

El Prof. Rodriguez Sahagun expresa [18] que en otras épocas la decision
del empresario, entre las distintzs alternativas que se le presentaban, era relativa-
mente sencilla, pues el nimero de factores que debia tener en cuenta era
pequefio y podia abarcar en su examen —muchas veces casi intuitivo-- el con-
junto de ellos. Que la complejidad del mundo econdmico actual, e incluso de
la estructura interna de las emprasas —con un grado elevado de concentracion de
medios— hace cada vez mas difiziles las decisiones. Que ya no cabe la decisién
intuitiva; que la decisién actual ha de ser el fruto de una reflexién y de una pre-
paracion racional. Es en este campo de la decisién cientifica —continta dicien-
do -, donde la Investigacion Operativa u Operacional, que serfa gramaticalmente
mds correcto— constituye un instrumento de valor incalculable.

Nosotros no somos tan terminantes, aunque coincidimos en su espiritu.

El decididor decide en basz ainfuicion y en base a razonamiento Podria-
mos intentar simbolizarla asi:

D = Decision
I+R~>D ¢} D= (R 1) 1 Intuicion
R = Razbn
La componente intuitiva mis la componente racional implican el acro de
decision; o también la decision s el conjunto formado por las componentes
racionales y las intuitivas.

Entonces la Investigacion Operativa, tendria como misién (segin nues-
tro entender) frarar de ir dendo mayor peso a la componenie racional de todo

Il
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acto de decision, es decir, que las decisiones sean cada w2z menos intuitivas y
descansen cada vez mis en bases racionales.

Hay que aclarar que no puede haber nunca una decision rotalmente racio-
nal, porque quien decide muchas veces tiene en cuenta, en el 2:to de la decision,
otros factores, que pueden ser de prestigio, politicos, circunsianciales que no
siempre son contemplados por el analista.

Quien decide es un ser humano. Este no es exclusivamer:e racional; admi-
tirlo seria olvidar que, como minimo, posee una componenze emocional

El analista va a suministrar al decididor, bases racicnales. Le va 2 sugerir
alternativas, pero es el decididor (empresario, tomador de riesgos) quien decidira
el método a aplicar.

Para poder aumentar el peso de la componente racionzl. la Investigacion
Operacional pretende cuantificar al miximo todos los parZmetros que determi-
nan el estado del Sistema. Asi, podrd sugerir la mejcr Cecision 2 tomar.

Se ha dicho muchas veces determinar, en lugar de sugerir. Es cierto que
de alguna manera indirecta se determina, pero hay que =zclarar que el analista
sugiere y no decide. Cuando desgraciadamente nos encontramcs en cascs donde
hay que analizar y decidir, sentimos que nuestro andlisis co es toulmente
imparcial, sino que estd influido por el acto posterior gue cebemos realizar,
o sea el decidir. Si hemos analizado mucho el problema tendremos rambién
las secuelas que el anilisis nos deja y por lo tanto la decision no serd lo suficien-
temente enérgica en el momento de la aplicacion.

Por eso se sugiere siempre que los grupos de anzlisis sean elementos
“staff”” y no elementos de linea en la organizacion.

SITUACION, PROBLEMAS 3

Entendemos por problema a la diferencia que podemeos establecat entre
lo que sucede y lo que desearfamos que sucediera. Por ello, cuando nes enfren-
tamos con una situacién del mundo real, establecer el verdacero problema, es
muchas veces la parte mas importante de todo el andlisis.

A menudo se puede comprobar que cuando el analisza es llamado por una
empresa se encuentra con que aquélla realmente no sabe cuil es el problema
que quiere que el analista le solucione.

A nosotros no nos extrafia que *“todavia” se llame a un analisia a los
efectos de que determine el mejor programa de produccion con el objeto de
maximizar beneficios, minimizando costos, reduciendo consurso de materia pri-
ma y de mano de obra, todo al mismo tiempo.

Es que muchas veces los fines que persigue son incomratibles. Por ello
decimos que no tienen definido exactamente el problem= gze los preocupa.

El analista debe detectar el verdadero problema. Para ello no sélo debe
establecer contacto con el alto nivel, sinp que debe relacionarse con todos los
niveles que, a su juicio, puedan suministrar informacion.

En la deteccién del verdadero problema, el analista insume, muchas
veces, la mayor parte del tiempo que dedicard a todo sa trzbajo de investi-
gador.

11




Modelos y realidad

Aceptamos que la Investigacion Operacional es una nueva aptitud mental
para enfocar problemas reales; basindose fundamentalmente en la apreciacion
de la situacion real, no olvidando en ningiin momento que se estd trabajando
con modelos, que esos modelos son abstracciones que necesitamos para poder
referirnos al problema real, que es el que inicialmente nos preocupa y al que
finalmente queremos resolver.

Por ello tampoco resulta conveniente insistir en algunas definiciones que
han tratado de llamarla la ciencia de los modelos; porque si bien es clerto
que el modelo es una necesidad para todo el proceso, es. . . slo una parte de €l.

Andloga conclusién podriamos establecer con respecto a la Matemadtica.
Existe una tendencia a considerar a la 1.0. como una rama de esa ciencia.
Nosotros creemos que el uso del instrumental matemitico le ha aumentado su
potencia de resolucion, que la Matemitica es una, entre otras, de las disciplinas
cientificas que contribuyen al crecimiento y posterior irradiacién de la Investi-
gacion Operacional.

El mundo real no nos suministra problemas exclusivamente ingenieriles,
o fisicos, o quimicos, ete. El mundo real nos suministra problemas. La necesaria
presencia de equipos interdisciplinarios para resolverlos, es una prueba de ello.
Las diferentes disciplinas cientificas significan, diferentes modos de observar
la realidad.

Hemos dicho que existe una tendencia a considerar a la L.O. como un
capitulo més de la Matemitica. Sin 4nimo de polémica entendemos, inspiran-
donos en Birrien [4] que esta desviacion se deberia a aquellos matemticos que
creyendo encontrar en la L.O. una rama mis de la Matemética, se han despreo-
cupado del aspecto prictico de la solucion, limitindose a descubrir algoritmos
y teoremas.

No podemos dejar de mencionar el aporte de otras disciplinas. Asi por
ejemplo, la Cibernética [8, cap. 13]. la Electronica, las Ciencias Econdmicas y
Sociales. Con respecto a esta Gltima es interesante mencionar que ¢l Congreso
Internacional realizado en Cambridge, del 14" al 18 de setiembre de 1964,
organizado por la Operational Research Society, se denomino: “Operational
Research and the Social Sciences™ (La Investigacién Operacional y las Ciencias
Sociales). Existe un interesante libro al respecto [ 14].

Luego de analizar un problema, viene la formulacién del modelo, general-
mente, matemdtico. Recordemos que antigiiamente se decia que en los gases
pricticamente se cumplia que p.v = cte. Este primer modelo se mejord cuando
se estableci6 la condicion de gases ideales y se vio que para estos gases ideales,

ue cumplian las leyes de Boyle-Mariotte y Gay Lusac: p.v=R.T.
* Luego, a fines del siglo pasado, las experiencias de Andrews encontraron
zonas en que esta hipétesis no era cierta y asi se corrigi6 la anterior hasta

"= llegar, por ejemplo a:

(2 + a/v?) (v — b) = cte. Van der Walls

es decir cada vez que se quiere acercar mis a la realidad, el modelo comienza
a complicarse.

I‘!

De manera andlcga -os encontramos cuando frente a una situacion, pre-
tendemos construir el moc:lo.

Frente a una sitoacién concreta. comenzaremos por tratar de identificar
los parametros fundamentzles que candicionan el proceso. Evidentemente, hay
algunos que se pueden de:r de lado en primer anilisis (o por lo menos supo-
nemos que son factibles c: dejar ce lado). Asi empezamos a construir nuestro
modelo del cual esperzmes derivar soluciones que nos justifiquen las pasadas
experiencias y nos permsitan prever ea cierto modo el fuu{m. . y :

Es posible que d=ba—os mejorarlo, que debamos incluir _algun para.rfletre
que hemos omitido er nusstra primera aproximacion. Esta incorporacién la
debemos hacer gradualmerze hasta que obtengamos una respuesta ade.cuada.

Si quisiéramos contemplarlos a todos desde un principio, y lggrasemo§
construirlo, nos encontrarizmos con que el modelo es tan “perfecto” que casi
es la realidad misma, pero inservible por su complejidad. Asi, con un modelo
que contemple todos los rardmetres. se tendra la imagen quizds mejor que se
puede concebir de la realic:d. pero cesde el punto de vista operativo: para tra-
bajar, para encontrar soluzones, para encontrar bases raZUI}ables de decision,
resultard tan inservible como querer trabajar con la realidad misma.

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION OPERACIONAL

La metodologfa deb= permitir que el decididor, aquél que tomard el
riesgo de la decisidn (Desgo porque es de su responsabilidad el_exno o fracaso
de la operacion), pueca efzctuar la decision mas racional posible, o sea, que
se minimice el riesgo de ser equivocida. La metodologia a utilizar debe adop-
tarse “a fin de facilitar k= dedision”. o

Para ello contari co- modelos, fundamentalmente matematicos, con la
cuantificacion de los factores que intarvienen en el proceso. 3

Se ha dicho [15] qus el nicleo de la accién del investigador operacional
es el entrar en contacto con la realidad, luchar con ella y extraerle un modelo.

El modelo asi extzaidz debe servir para poder contestar a las preguntas que
se le hagan. Entonces es un: investigacion activa; es decir, es un camino que no
se debe confundir con la smple prescripcion de remedios sino que es mas que
nada una disposicion para entrar en contacto con el problema real y _lograr
extraer el modelo sobre el cual tratarsmos de obtener una solucion para imple-
mentar después, volviendo ruevaments al problema real, dicha §Oluci{')n. .

Conocido el modslo matematico, cuantificados los pardmetros que en <!
intervienen, habrd que hacer uso ¢zl juego logico matematico para obtene:
soluciones. _

Las soluciones mztemdticas son correctas, desde el punto de vista mate-
mAtico, mientras se hayz ap¥cado el método racionalmente.

El hecho de que detzrminadas soluciones puedan no concnrdar' perfecta-
mente con la realidad no s: deberd a la matemitica, sino a la deficiencia dc
modelo; es decir, no hay que atribuir z! fracaso de la matemitica la no _adecuacw r
de la solucion al problema r=al, sino. a que el modelo ha sido muy 11:nperfectc.

En tal caso serd meceszrio detectar las causas de esos desvios e incorporar
los factores, que en su primer analisis. se haya despreciado.

13




Supongamos jue tenemos ya la solucion (obtenida de ese modelo), que
la confrontamos con la realidad y que responde a nuestros objetivos dentro
de las limitaciones que aceptamos: entonces corresponderi lograr la implemen-
tacion.

Si bien es cierto que algunos analistas operativos dicen que su mision
termina en el momento que suministran las soluciones y han comprobado que
responden a la situacion real, entendemos que deben ayudar a implementar esa
solucion.

Una cosa es el planeamiento y la programacion y otra la ejecucion. El
personal estable tiene que poner en operaciones el plan establecido, que es una
solucion que se encontro y que se debe verificar en operacion; pero los que han
establecido los planes, aunque no decidan, deben observar y controlar el pro-
ceso. No nos olvidemos que cuando creamos el modelo estibamos aceptando
la presencia de ciertos factores en el medio que presionan sobre nuestro sistema
y que pueden cambiar con el tiempo. No nos olvidemos que hoy estamos ana-
lizando un problema en funcion de los parimetros que, “en este momento”,
representan las acciones que el medio puede estaff ejerciendo sobre el sistema,
y cuando implementemos nuestra solucion, estarembs en el mafiana y en ese
momento los valores de esos parimetro$ pueden haber cambiado. Por eso es
que hay que estar atento por si la variacion de esos parametros significa alguna
variacion en las conclusiones. : v

Por otra parte, la puesta en ejecucion del plan estructurado nos va a reali-
mentar nuestro sistema de investigacion, de modo tal que podamos comprobar
si efectivamente nuestras hipotesis, que significaron aceptar ciertos factores y
despreciar otros, realmente se van justificando por el proceso que se desarrolla.

Concluyendo: aplicamos un modelo a una situacién a los efectos de des-
cribirlos en términos de sus caracteristicas esenciales, de forma tal que esa
representacion simbolica nos permita el uso del lenguaje matemitico utilizando,
en lo posible, niimeros. En cuanto a las soluciones, las obtendremos aplicando
las reglas del juego logico matemitico.

Con el diagrama siguiente pretendemos dar una “imagen” de lo antes
exphesado: X

/;r‘ M"\/\'— _;’\’( L\\
{ |sirvacion |y | | mooEL0 | )
\\\;H " / _b/h‘ ’,//
Problemas Solt ares
MUNDO REAL MUNDO IDEAL

Observando el Mundo Real, el analista aprecia una situacién; examinan-
dola detecta el problema, lo verbaliza. Luego lo simboliza pasando al Mundo
Ideal. Allf trata de generar un modelo (la mayoria de las veces, matemitico);
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juzando con ese modelo generard soluciones. Ob-znidas las soluciones debera
comprobar su significado en el Mundo Real.

Compatibilizado todo el proceso de resolu=on. deberd encarar la imple-
mentacion.

LA INVESTIGACION OPERACIONAL
Y LAS ACTIVIDADES HUMANAS

Aceptando que todo-ser tiende a su conservacién, que esta tendencia es
dirimica pues presenta potencias que debe desar—ollar, y que tanto la conser-
vazion como el desarrollo cifestan muchos esfuerzos, podemos también aceptar
quz estos esfuerzos configuran el conjunto de activicades humanas,

Entendemos que las mas importantes son lzs llamadas actividades cultu-
ralss (cuidado de su espiritu y de su tuerpo) y que las actividades econdmicas,
cemo las politicas, son bases de apoyo de ese desarrollo cultural.

El conjunto de actividades que suministra [os bienes necesarios para el
desarrollo de la actividad cultural, constituye el subconjunto de actividades
eccndmicas.

Dentro de éstas pueden detectarse dos aspeccos fundamentales: el econo-
mizamente estricto y el técnico. El primero nos ¢=ra cuales son los bienes que
prioritariamente debemos conseguir, la técnica establecerd los diferentes modos
como esos bienes pueden conseguirse. Y nuevamente. el econdmico estricto,
decidird cual de los modos deberd usarse tenienco en cuenta el valor de los
esfuerzos que implica cada uno de ellos [3].

Entendemos- que el ingeniero es fundamemzalmente un hacedor. Debe

- proyectar cosas factibles, que respondan a una necesidad real, que se realice

cor recursos disponibles no solo materiales sino financieros y fundamentalmente
en un tiempo finito.

Sin embargo, a menudo podemos comprobar gque se proyectan cosas con
maizriales que no tenemos, contando contingentzs de mano de obra, capaci-
dacss manuales y directivas que no disponemos y con capitales que tampoco
se cispone; para realizar esa obra que tampoco sabemos cudnto tiempo nos va
a iosumir, olvidindonos que en el momento en go2 proyectamos estamos en
el “noy” y que se realizara “mafiana”.

Cuando esté realizado tendra que satisfacer zna necesidad del “mafiana”
y no la del “ayer”. Es decir que no debemos caer em proyectar hoy para realizar
marana lo que ya necesitamos ayer; ésto es el jmego de un parametro cuya
influencia poderosisima no siempre se recalca: “riermmpo’.

No debe creerse en los recursos infinitos y el dempo infinito, (ésto Gltimo
es. lamentablemente, el mds finito de todos los recursos): los recursos son
limirados, en cambio, las necesidades van en aumento a medida que crece el
nivel y género de vida de la poblacion, y es,nuestro deber favorecer dicho creci-
miento asi como que se satisfagan las necesidades.

Nosotros pensamos que la investigacion operativa es una actitud mental
para encontrar los mejores modos de hacer. Para eszo necesitamos alglin criterio
que se tome como indice de eficiencia. Esos critezios son econdmicos y se re-
fiersn a la adecuacion de los recursos existentes ce la mejor manera posible.
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La investigacion operaéiunal, al examinar los procesos, y al Lf:nar de e'.'_lcon_trar
el modo de accibn optimu, estd rigiéndose por algin criterio de eficiencia y
éste es un criterio econémico.

Por eso la Investigacion Operacional trata problemas re:les técnicos, pero
haciendo uso de conceptos economicos; por ello creemos cue como minimo
es una disciplina eminentemente técnico-economica. )

De acuerdo con Dehem [6], junto con las ciencias de 1 natural:za estdn
las ciencias del hombre: aquéllas que tienen por objeto ¢! comporamiento
individual o colectivo del hombre. Las principales ciencias humanszs son la
Psicologia, la Antropologia, la Sociologia y la Economiz. Ei uni'versja econo-
mico se distingue esencialmente del mundo fisico porque en aquél, el hombre
es un agente activo. La ciencia econdmica es una ciencia del hembre.

Ya en 1929, Gaétan Pirou —segiin [20]— al referirse a los problemas de
las doctrinas sociales y las ciencias economicas, definia a la dencia emnégnica
como aquella que se proponia conocer la realidad econdmzca. La cencia se
propone conocer la realidad, en cambio, la doctrina pretende muchas veces refor-
marla, encaminarla, accionar sobre la realidad; la ciencia s2 przocupa de revelar,
de c¢onocer la verdad, la doctrina en cambio le da un idezl, una meta, un
objetivo. La ciencia observa lo que es, en cambio la doctrina.proelarna muchas
veces lo que deberia hacerse. La ciencia constata lo que se ha hecho. la doc-
trina dicta lo que hay que hacer. i =N

Asi por ejemplo, un hombre de ciencia estudia la vica econtmica del
mismo modo que el fisidlogo estudia sobre el cuerpo humzno las f*_'ncmn.es
fisiologicas: para conocer estas funciones, los mecanismos y s leyes; s decir,
observa hechos, establece leyes, elabora teorias. El doctrinario, en cambio (el
caso concreto del médico), estudia si los problemas de b fisiologia, pero con
otro objetivo: para actuar,-para curar, para salvar. Es decir no sdlo oi?sewa y
establece leyes, no solo elabora teorias (en cierto modo unz actividad pasi\fa
con respecto a la realidad) sino que tiende a accionar. Podemes d_e'ci,r. Iz ciencia
es especulativa, en cambio la doctrina es normativa (normas de zccion). s

+ Sirecordamos que para Johnson la 1.O. estaria definida ccmo la przdiccién
y comparacion de valores, de eficiencias y de cestos. de un conjunto
de elecciones especificas sobre una accidén que penga en juego sistemas
hombres-maquinas; ‘

que la Investigacion Operacional parte del mundo recl y que Lo actiia

simplemente a los efectos de establecer un medelc matematico con
el cual solazarse encontrando solamente sus soluciones;

que las soluciones extraidas del modelo deben ser evaluadas y confron-

tadas con la realidad;

y que si tales soluciones son factibles, debe’ implementarse todo el opera-

tivo para ponerlas en accion.

No serd mejor considerar a la Investigacion Operacicnal como unz ciencia
humana y que el aspecto matematico es s6lo una parte de ella; que la Investiga-
cion Operacional necesita de casi todas las disciplinas cientificas conocidas para
utilizarlas como utiles de investigacion y resolucion de los problemas proouestos.

O quizi, brevemente, adoptando una cita de Kaufmann [13]: “es lz ciencia
de la accion™. -
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SEGUNDA PARTE

GRAFES - ALGUNAS APLICACIONES



CAPITULO 1

NOCIONES SOBRE GRAFES

A modo de introduccion

Seglin Kaufmann, la Teoria de los grz"es es una parte de la matematica
modema que ha dado resultados muy impestantes en diferentes dominios del
saber humano: economia, estrategia milicar. organizacion industrial, sociologia,
quimica, etc.

Aplicada a numerosos problemas ha demostrzio ofrecer considerables
ventajas sobre los procedimientos analiticos.

Esta teoria no es mas que la ramz de la Teoriz de los Conjuntos que se
refiere a las relaciones binarias de un conju=te consigo mismo.

Basdndonos en palabras del profescr C. Berge [B.1], podriamos decir que
frente a numerosas situaciones que quersmos estudiar, una antigua costumbre
nos impulsa a trazar, sobre el papel:

— puntos " para representar estados, individuos, elementos, cuer-
pos quimicos, etc.
— lineas o flechas  para representar la rzlacién que los vincula.

Este habito del hombre habria sido la causa qus dio origen, en muchas
disciplinas, a esquemas similares pero que reciieron diferentes nombres: socio-
gramas, circuitos eléctricos, diagramas de crganizacion, irboles genealogicos, etc.

Seria D, Konig, el primero en proponer, para tales esquemas, el nombre
de “graphes” asi como el estudio sistemdtico dz sus propiedades.

En castellano se utilizan las palabras grafes, grafos, graficos, graficas,
redes, como vocablos equivalentes de “graphes” (francés), “graphs”™ (inglés®,
“graphen” (alemin). Nosotros utilizaremos. casi exclusivamente, el término gr -
fes.

En las paginas que siguen se plantezn v resuelven algunos problemas g =
a menudo nos presenta el quehacer ecoméomico. Previzmente y con el objeio
de que pueda seguirse con mayor facilidad las representaciones y los algoritme :
de resolucion, hemos introducido los conceptes necesarios minimos.

Habiamos pensado incluirlos en un Anexo; perc entendiendo que des: -
hace pocos afios se difunden estas nociomes. hemos tomado como hipdtesis =
trabajo que el lector las desconoce. Aquellcs lectores que, por el contrario,
tienen conocimiento de la teoria de grafes. pueden omitir la lectura de es: .
paginas y pasar, sin ningin inconveniente, a las aplicadones que se exponer.




Nociones sobre grafes

Sea E un conjunto finito de elementos.

Recordemos que un par ordenado estd formado por dos elementos dados
en un cierto orden donde el primero recibe el nombre de primer componente
y el segundo de segundo componente.

Asi, dados x, y x,, podemos formar dos pares ordenados distintos:
(x1,%2) y el (x2.X1). Ademds, los pares ordenados (x,, x; )y (x2, x2).

Si n es el nimero de elementos del conjunto E, podremos formar n* pares
ordenados.

El conjunto de todos los pares ordenados (x;, x;), dondei=1,...,ny
j=1...n, se llama conjunto producto que simbolizaremos como (E X E).

- Del mismo modo que cuando x; era un elemento del conjunto escribiamos
x; € E, podemos poner (x;, x;) €(E X E).
‘Veamos un ejemplo:

Sea E = }xl| -‘Cz:xai
El conjunto de todos los pares ordenados, nos dara

EXE= |(xi,x1); (r1,%2); (x3,X3); (x2,%y);
(x2,X2); (x2.%3); (r3.X,); (x3.%2); (x:,,xa){

Supongamos ahora que ciertos pares ordenados del conjunto EX E cum-
plen una cierta propiedad P y que los otros no la cumplen.

Podemos decir que estos iltimos cumplen la propiedad noP, que podemos
simbolizar P.

En tal caso, dicha propiedad P efectia una biparticion del conjunto E X E.
En efecto el conjunto resulta descompuesto en dos partes que no tienen ele-
mentos comunes.

Asi por ejemplo, supongamos que la propiedad P signifique tener a x,
como primera componente y/o x; como segunda.

Los dos subconjuntos seran

81 = {(xi,x1); (x4, %) (k. X3 ); (X2, %2); (X3, %2))
¥y 5 t(xz‘-ﬁ); (x2,x3); (Xx3,%1); (xa-xa};

Es evidente que S; U S; = EXE
yqueS; NS, =¢ donde ¢ es el conjunto vacio.

Il

Si realizamos una biparticion del conjunto EX E y distinguimos los pares
ordenados que pertenecen a una de las partes de los que pertenecen a la otra,
obtenemos un grafe. \

Luego el subconjunto S, por ejemplo, es un grafe de E.

Representacion de un grafe

Podemos representarlo de varias formas. Asi, para S,

22

X3 ‘
X
X g4
2@ ® ¢ /’
' (o]
x\
X1 — f 0 X3
Ky K2 X3
en Erillz por puntos y flechas
X30 o X3 Xy Xz X3
i
Xy { / {
X X '
25 o A x, | 0| 1] o
2
X3 0 f 0
Xy o =0 X{
por puctos aparsados matricialmente

En zdelante nos limitaremos pricticamente a la representacicn sagital
(puntos w flzchas).

Con: el objeto ¢z simplificar la notacion, evitando los subindices, en la
mayoria de los casos representaremos con letras mayisculas, a los elementos
del conjumto E.

Aplicacién multivoca®

SeaE= }A, B,(D,M, N; . Podemos representar el siguiente gmafe de E.

40/7 o€
A8
N 2

@
* Hemoes mantenido la designacion dada por el profesor C. Berge. El pre fes-o_t' Kau-
mann aclace gze seria incormrecto agregar al sustantivo aplicacion, el adjetivo mmultivoca,

y utiliza “corrsspondenciz” o también “aplicacion de X en X",
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Observamos que el subconjunto de elementos |B, D, N}, es el subcon-
junto de segundos componentes de los pares ordenados que tienen al elemento A
cOmo primer componente. -

Diremos que la aplicacion multivoca de A, que simbolizaremos ' {A} es
el subconjunto {B,D,N}.Oseall A} = {B,D,N! .

Andlogamente, podemos hacerlo para los restantes elementos.

r {8} = {acl
rici=¢
T
r {M} = {D, M, N|
r'inj = fc}
Nota: Hemos puesto I ‘Cl = ¢ por cuanto no existe par ordenado cuya

primer componente sea C, o de otro modo, partiendo de C no podemos ir a
ningiin otro elemento de E.

Elementos del grafe

Vértice. Se denomina asi a todo elemento del conjunto E. En el grafe
representado, los vértices seran A, B, C, D, M y N.

Arcos. Se denomina asi a cada uno de los elementos del subconjunto
de E X E que constituye el grafe. Para nuestro ejemplo, los arcos son:

(A, B); (A,D); (A,N); (B,A); (B,C)...(M,M); (M,N) y (N,C).
Notacion

Un grafe se simbolizard mediante un par ordenado cuya primer compo-
nente es el conjunto de vértices y cuyo segundo componente es la aplicacién
multivoca I' que establece la correspondencia entre aquellos.

O sea

G=(ET)
Si con U representamos al conjunto de arcos, podemos simbolizarlo
también
G = (E. U)
0 sea como conjunto de vértices y arcos.

Grafe parcial

Lo obtendremos suprimiendo uno o varios arcos.

of
‘4/-'
O
ocC

& O

0o
es un grafe parcial del grafe del ejerplo anterior.
Se han suprimido los arcos (A. N); (B, A); (D, C); (M, M) y (M, N).
Subgrafe

Lo obtenemos si suprimimos uno o varios vértices del grafe dade. y los
arcos que tienen uno o ambos extremnos en tales vérfices suprimidos.

A O

(o X2

b
@

es un subgrafe del correspondiente 2 nuestro ejemplo. En efecto, hemos supri-
mido los vértices C y N y los arcos (B, C); (N, C); (D, C); (M, N); (A, N). '

Nota: Se considera que todo grzfe es un grafe parcial de si mismo. Aniloga-
mente, que es un subgrafe de si mismo.

Subgrafe parcial

Lo obtenemos suprimiendo tmo o varios vértices, los arcos con umo o
ambos extremos en los vértices suprzmidos y arcos cuyos extremos son vértices
que no fueron suprimidos.

Asi podemos obtener el siguienze subgrafe parcial.

gt




Hemos suprimido: Los vértices A y D, los arcos (A, B): (B, A); (A, D);
(A, N); (D, C); (M., D) y también el arco (M, M) aunque sus extremos son vér-
tices que permanécen (en este caso el mismo vértice).
Con el objeto de dar un ejemplo concreto. supengamos ¢l siguiente caso:
Si el grafe en cuestion fuera la red de caminos de la Provincia de Buenos
Aires, que denominaremos G:
a) la red de caminos pavimentados de dicha provincia serfa un grafe par-
cial de G.
b) la red de caminos del Partido de General Pueyrreddn seria un sub-
grafe de G.
c) la red de rutas pavimentadas de dicho Partido constituiria un grafe
parcial del anterior y un subgrafe parcial ce G. G

Grafe pleno

Cuando todos los pares ordenados que podemeos formar con los elementos
de E, son arcos.
O sea, un grafe pleno es el conjunto EX E.

Grificamente, si E = {A, B, C}, resultaria

@

Grafe complementario de un grafe dado

Dado el grafe G=(E,U)
diremos que G* = (E, U*) es su complemsntario
si y sblo si Ur= (EXE)—U

6 &

P arvaes)

o LI
figura a figura b

Asi si G estd representado por la fig. a); G* serd el representado por la
fiz. b). Del mismo modo si G es el representado por la fig. b; G* correspondera
al de la fig. a.

También, se ve ficilmente que el complementario del grafe complemen-
tasio de un grafe dado, es el grafe dado; o sea

(G®*=G
Camino

Es una secuencia de arcos tales quz el extremo final de cada arco es extre-
mo inicial del siguiente.

Se lo puede designar mediante la secuencia de arcos que lo forman o por
los vértices que contiene (ordenadamente).

Asi (m, n); (m, n, 1); (r, 5, p) o lo que es lo mismo (A, B, C); (A, B, C, M)
o (C. M, M, B) son caminos.
Circuito

Cuando el vértice inicial del camino coincide con el vértice final.
Asi en el grafe anterior, (n, 1, @,) o (n, 1, 5, q,) son circuitos. Si los repre-
senzamos por sus vértices, serian respectivamente (B, C, M, B) o (B, C, M, M, B).

Bucle

Cuando el circuito contiene solamente dos vértices idénticos (o sea, tiene
un sblo arco).
Asi (M, M) es un bucle.

Longitud de un camino .

Es el nimero de arcos que lo forman. Simbolizaremos con () ala longi-
tud del camino.

Asi si g =(m,n,r,) I(g)=3
si p=(MM) Iu)=1




Arborescencia

Llamaremos “arborescencia’ a todo grafe sin circuito, tal que:

a) Exista uno v sélo un vértice que no sea extremo final de arco. Dicko
vértice se llama raiz.

b) Cada uno de los vértices restantes es extremo final de un sblo arco.
Grificaments. un ejemplo seria

Vi
T
g PO

Hes la raiz de la a.rborescenc:a.

| Los vértices M, P, Q, T, S que no son extremos iniciales de arcos se
denominan “hojas™ de la arborescencia.

Arista

Llamaremos arista de un grafe G, a todo par de vértices distintos x; v x-
tales que le corresponda, como minimo, el arco (x;, x;) o el arco (¥, x;).

gl

Asi, en el grafe representado, existen tres aristas: entre A y B, entre B v
D, y entre B y C.

Diche de otro modo: una arista es un par de vértices vinculados, por un
arco (en uno u otro sentido) o por dos arcos de sentidos opuestos.

|

Simbolicamente. la a-ista entre X; y x;, la representaremos (x;, X;).

El conjunto de aristas de un grafe G = (E. U) lo simbolizaremos con G

En el ejemplo U= |(A B); (B.D); (B,C)}
Cadena

Es una secuencia de aristas tales que cada una estd vinculada, por uno de
sus eXIiT2mos. Como minimo, con otra arista de la secuencia.

-S2 la puede representar simbolicamente por las aristas que la forman, o
por los vértices que contiene.

Ea el ejemplo: (A, B, D); (A, B, C); y (D, B, C) son cadenas.

L: longitud de una cadena esti dada por el namero de arisias que la
forman. - !
Si g = (D, B, C) I(p)=2

Ciclo

Es una cadena cerrada.
Ez el ejemplo anterior no existe ningiin ciclo.
En el grafe siguiente, (A, B, D, A) es un ciclo.

Grafe conexo

Uz grafe G es conexo si entre todo par de vértices existe una cadena.

Asi el grafe anterior es conexo.

En cambio, el siguiente no sera conexo. Vemos que posee dos componen-
tes conexos.

o 8

5
\—00 oc

Grafes no orientados
Cuzndo vimos el concepto de arista, dijimos que era un par de vértices

distintos. vinculados par un arco (en uno u otro sentido) o por dos arcos de
sentidos opuestos.
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Es decir, estas tres representaciones:

(0] XJ. /

0 X; : 0 X{ X; O

definian la misma arista (x;, X;), y que pocemos representar asi:

/ o XJ.
X¢ 0
o sea vinculadas por un “arco no orientado”. por un arco donde no se tiene mas

en consideracion su sentido.
Si consideramos el siguiente grafe, observamos que el conjunto de aristas es

U= |(A B); (D, A); (B;D); (B.C):

/03\
/ \ 3
A 0\ c
O
O
Si representamos ahora al par ordenzdo (E, E) obtendremos
/ i
A 0\ \O c
Co

que no es un grafe de acuerdo con las definiciones inicialmente dadas, pero que
no obstante suele llamérselo “grafe no orentzdo™. Luego, el concepto definido

por el par ordenado (E, U) se llama “grafe no orientado” y lo simbolizaremos
G=(E D

Es ficil ver que a todo grafe G = (E. U) le podemos asociar uno y solo

un “grafe no orientado” G = (E, U), y tzmbién: que lo reciproco no es
cierto.
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@] XJ' OXJ'

O
/ V4
: (@)
oC 4
/ Figura ¢

> figura b y

A los grafes de la fig. a) y fig. b), les corresponde el mismo “grafe no
orientado™ de la fig. c).

Arbol

Es un “grafe no orientado”, sin ciclos y que tiene por lo menos dos
vértices.
Asi por ejemplo:

2 /OG
\ )
i /o et

O"p

0)

Arbol parcial de un grafe no orientado

Es un “grafe parcial no orientado” que al mismo tiempo tiene la forma
de arbol.

ba.




Asi por ejemplo en el G conexo
i o Como ejemplo

i arco capacidad

! @n Gij
(xg,%1) 4

| (1, x3) 2

i (x3,%y) 3

Citaremos algunos ejemplos del mundo fisico que se adecuan a la nocion
de red de transporte.

&
i NODOS ARCOS FLUJOS
\ Cruces Rutas Vehiculos
2] 4 :
Estaciones de bom- Oleoductos :
beo (Gasoductos) Fluido
N

podemos, por ejemplo, deducir los siguientes irboles parciales entre otros.

£ Centros de proce- Rutas de transpor- | Materiales (trabajos
U samiento te de materiales en proceso)
Puede verser ficilmente que si el nimero de vérticss es n, el niimero de aristas
esn— 1. ' Aeropuertos Rutas aéreas Aviones
Red de trans : Rutas entre >
porte Estaciones e Omnibus
Es un grzfe G, conexo, sin bucles, qu z
S Estaciones ferro- Vias ferrovia- ok A
a) uno ¥ sélo un vértice al cual no llega ni~zin arco. En nuestro ejem- viarias Tias
) plo ‘:.. Lo denominaremos “‘entrada’. :
b) uno ¥ sélo un vértice del cual no parten arcos, en nuestro ejemplo x,,. dEztr:?oncs Hi E::;EI;S de comu- | ypformacion
Se ilama “salida™.
| Xy 9 X2 ; - junto d
0 -0 Nota: Algunos autores americanos definen al grafe como un conjunto de
puntos, denominados nodos, donde algunos pares de ellos estin vinculados por
4 2 lineas llamadas “ramas™ (o arcos, vinculos, cordones, aristas). Asi, un grafe
seria por ejemplo, el siguiente:
Xo O 3 e 3 oXn
5
4 6
Q=

Ademis. por los arcos circula una cantidad de materia (flu; 3

g s ey (flujo) que no l 55 Vemos que coincide con el concepto de “grafe no orientado” que hemes
o antes.
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Agregan cue una rama se denominard “rama orientada” cuando existe un
sentido de dirccion asignado de modo que un nodo puede ser considerado
como origen ¢z la rama y el otro como destino. Cuando todas las ramas de un
grafe son orienadas, se obtendria un grafe orientado. Obsérvese que el grafe
orientado asi d:finido coincide con el concepto de grafe expuesto al comienzo.

Y para terminar esta observacion, definen a la red de la siguiente manera:

Una red e un grafe en cuyas ramas existe algin tipo de flujo.
Representacion simplificada

Supongarmos que las cuatro localidades A, B, C, D estén vinculadas por
rutas de longitu distinta segun el sentido de desplazamiento. El grafe que repre-
sentaria este caso podria ser por ejemplo:

Q€
w
4
6 0 4
0

Puede versz que a pesar que no existe vinculacion directa entre By D, y
que la ruta entrz C y D es de mano Unica, ya su representacion resulta compleja.
Por ello, hzremos uso de la siguiente representacion:

o también
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donde el o= colocado sobre la ramz CD y en las proximidades de D nos es-
td indicando la inexistencia del arco (D. C) o lo que es lo mismo para estos
casos, una distancia infinita.

Ademas, si dichas localidades =striieran vinculadas por rutas donde el
valor asociado es el mismo, cualquiera sez =l sentide que se considere, podriamos
hacer uso de la representacion de un ~grz2 no orientado” colocando sobre cada
arista el valor asociado a cada par de a-cos

Si basindonos en el ejemplo antericr construyéramos otro donde las me-
nores distancias correspondieran a rutas je doble mano, podriamos hacer uso
de la siguiente representacion:

8

4.

0

Conviene recordar que esta representacion sigue siendo la de un grafe
G = (E, U) aun cuando tenga el aspecto ce un “grafe no orientado” G = (E, U).

Resulta evidente que usando estas smplificaciones, la claridad del dibujo
es mayor. Esto es importante si pens=mcs en problemas con mayor numero de
localidades y rutas.

Ll
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CAFITULO 2

CAMINO ECONOMICO

Algunas aplicaciones

En las paginzs que siguen, trataremos los siguientes problemas:
— Camino econdmico.

— Camino dz longitud 6ptima.

— Arbol de conexion.

— Flujo a trzvés de una red de transporte.

— Administr=cion de proyectos, por anilisis de redes.

Camino economico
Sea el G = (E, U) que representa las distintas rutas que vimculan las ciu-

dades a v :

£

1 os vértices indican las intersecciones de las rutas (ciudades o cruces sim-
plemexte). Los nimeros indican, por ejemplo, la longitud en Km d= cada tramo.
Nuestro cbjetivo podria ser: determinar el camino mas cortc =ntre a y f.

Si los nimeros representaran el costo que se experimenta Dor atravesar
cada tmamo, buscariamos el camino de costo minimo.

Si representaran el tiempo necesario para recorrerlo, teniendo en cuenta
todas tas condicionss del trinsito, buscariamos el camino més rdpido entre & v £.

Si el nodo a representara al sistema actual, y § al nuevo sisterma propuesto.
Si los nodos restantes representaran estados intermedios definides del sisterns
en transformacidn. y si los valores asociados a los arcos una estimmzcién cuanti-
ficada de las resistzncias a la transformacion entre estados, podria semos <=
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interés conocer la sucesion de transformaciones parciales que nos diera la resis-
tencia total minima.

Generalizando, si asociamos a cada arco (x;, x;), un valor ¢ (x;, X;), bus-
cariamos un camino y, para el cual

Fu = z ¢ (x;, x;) sea minimo
(pxpE 1

Para simplificar la notacion podriamos poner
(X X)) = ¥
¢ (xj x7) = ¢ (1)
o también ¢ (x; X;) = ¢y
luego la funcion econdmica a optimizar (minimizar) seria

Fw= Z c)
usp

Sintetizando: Cuando la situacidén que examinamos, la podamos repre-
sentar por un grafe G = (E, U), en el cual asociamos los valores c;; a los arcos;
nuestro problema sera encontrar el camino para el cual la suma de los valores
asociados a los arcos, es minima. Dicho camino sera u° y la funciéon econdmica,
definida como

F(u)= 2 Cii
) (i, NER w

tomara el valor optimo F°. Es decir

o)=Fu9)y=min X ¢y= X e
4 v Gper” Gpewe !

Solucion del problema por el algoritmo de Ford

Es un procedimiento ficil de mecanizar para redes con gran nimero de
vértices.

1) Se marca cada vértice x; con un indice A;
S Ay =0
se tomari
( N =N
2) Se busca un arco (x;, x;) para el cual
No— N > e (xg. xp)
3) Se reemplaza A; por un A; tal que
N= N+ (xxp)
es claro que N <N
y que NFe « Misa
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4) Se repiten los pasos 2) v 3} hasta que ningiin arco permita reducir mds
a ninguno de los indices.
El iltimo valor que se obtenza para Ag serd la distancia minima 2ntre

ay B
La segunda parte del algorizmo nos permite detectar la ruta econémica.
Se busca un vértice xy tal qus

N — e, =c Gk, B)

donde x, es el Gltimo vértice que se =tilizd para disminuir el Az.
Luego se busca un xg, tal que

Me, =2 =c g, Xg,)

Prosiguiendo la biisqueda en forma aniloga llegaremos hasta
II;,__: 3 I= a

El camino
MO = (e, Xp, . X, 1o-vn s Xk Xk , B)

es el camino econdmico entre a y 3. v A; la “longitud™* de dicho camino. o sea
el valor Optimo de la funcion econdmica.

Prueba: Hemos dicho que unz vez efectuadas todas las reducciones posi-
bles, el Gltimo valor de Az obtenidc era precisamente el valor del camino eco-
ndmico que vincula & con f.

En efecto, sea p un caminc cualquiera que vincula ambos vértices.

Es decir, '

p= fax;. X3, ...,%n, B}

Como el proceso de reduccién =z concluido, podemos poner

lﬂ }u < (xg. B)

)\xn =i )\xl.l - << (xp_1, Xn)

hx: — Ny Sc{e )

Smam. MN—AySclax;)+...+c(Xpq,X,) T Xy, B)
0 sea N-A<F@E
comorg=0 e A <T (g

Luego, para todo camino y. 25 F (u) > Ag. Luego, si para u° se cumple

*Por rzones didicticas preferimas reservar la palabra “longitud” para indicar el
nimero de arcos, en concordancia ccz I definicion anteriommente dada sobre “loczitud
de un camino” (pag. 27).




que F (1°) = g, el camino u° es el camino dptimo, y F (1°) es 2l valor minimo

I de la funcién econdmica.

Aplicacion al ejemplo

ok

 vemos que
puedo entonces

, del mismo modo

Vemos que

en efecto
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X, =¢

pues Ag— A =c¢ (C, B)
17— 14 =3

Asi siguiendo, determmnamos

xg, =D

O sea

se verifica que

Esto se puede realizar directamente en el grafe sobre el cual hicimos las

u° = (a, B, D, C. f)

Aclaracion: La segunda parte del zlgoritmo puede trabajarse de una ma-
pera mis comoda, y que es la siguiente:
Identifiquemos el grafe parcial formado por todos los arcos para los cuales

)Lj ¥ M‘ = {.‘Cf, x_;)

xk: =B

Xk, =

reducciones, reforzando (o usando color) lzs lineas que los representan.

En redes mayores recomendamos el uso de papel transparente, para efec-
tuar las reducciones e identificacién posterior del mencionado grafe parcial.
De =se modo no correremos el riesgo de alterar la informacion basica. Lo hemos
comprobado muy adecuado para la resolucion manual de redes mas complejas.

Procediendo de acuerdo con lo expuesto, obtendremos:

Vemos que ademds nos quedan indicados todos los caminos Optimos
entre  y cada uno de los vértices. Es decir que esta pequefia variante nos sumi-

nistrz una mayor informacion.

As{
HEa
K&B
Hac
K&p
HGE
1Ss

= (e, A)

= (@, B)

= (& B, D, C)
= (o, B, D)

= (o B, E)

= (o, B, D, C, f)

FO (qa) =7
FO (uap) = 8
FO (ac) = 14
FO (op) = 12
FO (qg) = 12
FO (ap) = 17




Ejercicio propuesto

Solicitamos al lector que aplique el algoritmo explicado, al grafe resuliante
de considerar la etapa entre B y D como de ““mano tGnica}’, en el sentido (D. B).
Todo lo demis permanece igual al ejemplo que terminamos de resolver.

Si la ruta entre B y D fuera de “mano tnica”, con el sentido (D. B): se
‘obtendria el siguienze resultado

T 5
A 2 (o

13

Ro
D

g £
8 12
* El lector podri ficilmente verificarlo.
(Sugerimos indicar en el grafe el arco (D, B) claramente, para evitar reduc-
ciones incorrectas).

Otra forma de resolucion

Consideremos nuevamente, el grafe de la pag. 41).

Construimos una tabla donde en cada columna colocamos todos los arzos
que tienen origen ez el mismo vértice, ordenindolos (dentro de cada columna)
en forma creciente sgiin el valor de ¢ ().

Asi obtenemos

@ A B C D E - |
ok 1 a5 e b BE. #'] o5 2| B¢ 32| B8 4| pc 3
o8 8 | aa 7| BD 4| cs 3| DB 4| ® 8] pp 6

AB 7 ‘ BA 7 | ca 8| DA 6| EF 9| BE 9
AC 8 | Ba 8 DE 6
[ DE 8

« A B c D 5 a

....... AD 6 BE 4 €hi 2 PET 2 EB @4 G 3
oB 8 AR 1T BD 4 cg 3 DB 4 ED B8 gD 6
AC 8 | BA—T | CA—% | DA—6 | Ep 9 BE
DE 6
DE

4) Sobre A colocamos el valor 7 y eliminamos los arcos cuyo destino es
aste vértice.

5) Repetimos los pasos 3) y 4) pero teniendo en cuenta que ahora hay
dos vértices a considerar.
0+ C (af) =
7+ C(AD)=7+6=13
La menor suma la produce el arco af. Luego colocamos 8 sobre B y elimi-

namos les arcos que tengan como destino dicho vértice.
Nos quedaria

1) Damos al vértice que consideramos entrada a la red, el valor O cue
colocamos encima de su simbolo.

2) Eliminamos todos los arcos que tengan dicho vértice como dsstino.

3) Seleccionamos el arco @A pues nos da la menor suma 0 + 7 (en este
caso es unica). Lo encerramos con:7-03.
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0 7 8
a A B C D E i
S |
iaA:7 | AD 6 BE 4 €D . 3 BE 2 ED 4 RC 3
EaBjB |Ac 8 BD 4 g8 3 D 6 Eg 9 gD 6
|

DE 38 gE 9

6) Hemos agotado las posibilidades de la columna «, debemos tratar sélo
conlaAylaB.

7+C(AD)=7+6=13
8+C(BE) =8 +4=12

La menor suma nos identifica el arco BE y la marcacion del vértice E
con el vzlor 12.




Sobre esta figura reiteramos el procedimiento tachando los arcos que de-
ban eliminarse.

Asi marcaremos luego D con 12 seleccionando (B, D); luego C con 14
seleccionando (D, C) y finalmente 8 con 17 por seleccion del arco (C, ).

Los niimeros colocados sobre cada vértice dan las distancias minimas
desde a hasta el vértice considerado.

El conjunto de arcos seleccionados nos forma el grafe parcial de distancias
minimas desde a a los demis vértices. 2

Ejercicio

Proponemos al lector que usando esta disposicion de célculo, efectie la
determinacion de las distancias minimas cesde C a todos los demas vértices.
Obtendra ficilmente el siguiente resultado

a0

A &

Otro ejempio

Hasta ahora, y por el tipo de problema fisico planteado, no habiamos
considerado grafes en los cuales sus aristas se “encontraran” en puntos distintos
a sus vértices. Los grafes eran planares. Asi 2] grafe de fig. a) es planar: no asi
el de la fig. b).

f A
40 oc A 3 o g
Q&é / 330/

Figurg @ Figura b

Habiamos tratado con redes de caminos; era evidente que no podemos
trazar dos rutas, por ejemplo entre las localidades A y C y entre B y D que no
diera lugar a la presencia de un cruce. Dicho cruce es entonces un vértice (X)
y las distancias de los arcos que debemos considerar en el problema seria
C (A, X); C (X, C); C (B, X); y C (D, X). De no hacerlo los resultados a obtener
serian erroneos.

Una excepcion podriamos imaginar. Si la ruta A, C se construye por el
sistema de “peaje” y solo se contemplan accesos en A y en C exclusivamente,
es evidente que la ruta A, C y la (B, D) se cruzaran a diferente nivel; en tal caso
incluir el vértice X nos conducirfa ahora a resultados erroneos.

El caso expuesto puede parecer demasiado artificial ya que generalmente
las rutas que se ““cruzan” a diferente nivel, tienen accesos que las vinculan.

Pero si en lugar de rutas terrestres, consideramos rutas aéreas, resulta facil
concebir que los vértices representen aeropuertos exclusivamente y que los
arcos que representan dichas rutas, pueden cortarse (en la representacion) en
puntos que no sean vértices del grafe. '

A

M

Asi el grafe anterior podria representar los recorridos que las aerolineas
efectlian para vincular los diferentes aeropuertos.
Hechas las aclaraciones anteriores, sea el grafe siguiente:
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Supongamos que a significa el primer 2stado de 'un proceso tecnoldgico
y B su =stado final, por ejemplo, producto terminado; los arcos representan
subproc=sos cuyos costos figuran sobre cada zrco. Sea nuestro problema: deter-
minar el proceso tecnologico mas econdmico.

Ficzilmente se obtiene su solucion. El costo minimo es de 12 y la sucesion
de subprocesos que forman el proceso 6ptimo estd representado por el camino
formade por los arcos (&,B) , (B,H) y (H.8).

es decir: 1° = (e, B. H, B) | =g b

Sugerimos al lector que efectiie la verificzcion.

Caso de maximizacion

Si 2n un grafe del tipo de los propuestcs, los valores asociados a los arcos
representaran beneficios, utilidades, etc., nusstro objetivo seria encontrar el
camino gue maximizara el beneficio total.

Pr=viamente conviene aclarar que tales situaciones nos llevan a obtener
un grafe sin circuitos. Careceria de sentido tritar de obtener un miximo de la
funcion =conomica asociada con un camino g:e presente un circuito. Este seria
evidentemnente “infinito”.

A 5 B
06'5/' ‘N‘o

Frgura a

A

A Oy B
a /Cx /;\*-/3
®
0

Figura 6

Para aclarar lo expuesto, examinemos el gzrafe de la figura a).

Evidentemente su “distancia™ entre @ y f s 18.

Si en cambio se tratase del grafe de la figzura b), cada vez que se recorra
el circuito (A. B, D, A) se adicionara el valor constante, ¢; + ¢, +¢3.

A

Forma de resolucion 5
Sez el grafe indicado.
o SV
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Adoptemos la siguiente hipotesis: Si el camino optimo entre ¢ » § oasa
por los vértices A y D; los caminos parciales entre tales vértices deben ser tam-
bién Gptimos.

Asi, por ejemplo, tendriamos los siguientes caminos parciales

(o, A) que serd optimo entre ay A

(e, A, D) 4 ayD
(A.D) g AyD
(A, D, B) = Ayp
(D, B) 3 Dy§g

Si existiese entre a y D un camino mejor (desde el punto de vistz qus se
persigue: minimizar o maximizar), por ejemplo, el camino parcial (. C. D),
entonces, el camino (e, C, D, f§) entre @ y J seria mejor que el camino
(@, A, D, B), supuesto dptimo por hipotesis.

(En realidad, la hipotesis adoptada es una forma derivada del principio
de optimalidad de R. Bellman).

En base a lo anterior, podemos ir construyendo el camino 6ptimo extre
a y B, calculando los caminos parciales Optimos entre vértices.

Algoritmo

Definamos previamente a:

f (7)) como la funcién econoémica asociada al camino parcial p;; entre
los vértices i y J.

Asi, por ejemplo,
tap = {(& A, D); (a, A, C, D); (&, C, D)
f (Hap) = {can +capiCan + cac tCcp; Cac Toep)
Hecha la aclaracion anterior, el algoritmo que podemos aplicar =s el si-
guiente:
1) Se da al vértice « el indice A, = 0.

2) Se van asignando a los vértices conectados con los ya marczdos (i)
un indice \; dado por

A=A+ max f ()
3) El paso 2) se repite hasta alcanzar el vértice B.
4) Se identifica el grafe parcial formado por los arcos para los cuales
Aj = ‘l\,' = Cff’

Ejemplo: En el grafe representado se quiere encontrar el camino &ptimo
entre o y § tal que F (uqp) sea maxima.
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o

Comerzamos haciendo A, = 0

Para obtzner A4, vemos que
faa= T4 +1=5]
mix fop =7
luego Ay =0+7=7

Andlogarcente, A, = 4.

Sugerimes al lector que verifique el resultado que se indica a continuacion.

4

Ejercicio
Proponemos al lector que:
1) Utilice como paso 2) del algoritmo descripto
Aj =X+ min f (z)

y calcule nuevamente el camino econbmico en los grafes correspon-
dientes a los ejemplos dond= buscibamos minimizar la funcion eco-
nomica.

2) Analice la similitud entre este z'zoritmoe v la disposicion tabular que
utilizamos al principio de est= tema.

Otra forma de resolverlo

Podriamos haber utilizado el alzoritno de Ford, ya visto en la pag. 38
pero con las siguientes modificaciones.

1) A todo vértice x; se lo marca inicizimente con un indice A; = 0.
2) Se buscan arcos para lor cuales
?\; =A< (xi, IJ,]
3) Se reemplaza A; por un Aj tal que
'4\;.- = X; + ¢ (x;, x7)
4) Se repiten los pasos 2) y 3) kasta que ningiin arco permita incrementar
alglin A;.

El {iltimo valor que se obtenga pzra )3 es la distancia mixima entre a y f.
El resto es igual.
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CAPITULO 3

CAMINO DE LONGITUD OPTIMA

Suponzimos qus entre a y f existiesen los estados intermedivs indicados
por los restantes vértices.

Si estcs altimes vértices representaran obsticulos, dificultadss, de igual
importazcia. nos podria interesar encontrar el camino que vincula ¢ v 3 y que
ademads preseata el menor nimero total de dificultades. Este tipo dz considera-
ciones ncs llevaria a la blisqueda del camnino de longitud minima.

Si por el contrzrio, representaran la obtencion de un beneficio (también
igual en todos esos virtices), el problema que nos interesaria consistird en de-
tectar Iz rumz que nos vincule a y 8, pero que nos diera el mayor beneficio
total. Tales considerzciones nos llevan a la bisqueda del camino formado por
el mayor nimero de 2rcos, o sea, del camino de longitud maxima.

Camino de longitud minima

Sea el siguiente grafe:

Suponzamos que los vértices representan puestos de control (par ejemplo:
de peaje), y que dessamos encontrar la rufa que nos permitiri trasladarnos
desde « hasta 3, atravesando el menor nimero de controles.

10 1o es mas que encontrar el camino entre a'y f§ que tengz el menor
niimero de arcos, o sea, cuya longitud sea minima.

Recordemos quz habiamos definido como longitud, ! (z). al oimero de
arcos qua constituian a un camino .
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Es decir. nuestro problema es encontrar

M= (“1-“2:---,“n)

tal que . F (1) = ! (#) minima

Si asocio a cada arco un valor ¢ («) = 1, es evidente que resulta un caso
particular del camino econdmico.

En efecto, en el problema anterior debfamos buscar un camino z que
optimizara

Fr)= X c()
ucsu

Sea Uy, Uy oo lty) y c(@=L Yu
F= Z c@=nN =1
uep

Resolviéndolo por las técnicas ya explicadas es ficil verificar que
W=(aI1,Hp yque I@)=3

No obstante lo expuesto daremos un algoritmo particular para este pro-
blema.

1) Se marca el vértice a con el indice O.

2) Para todos los restantes se aplica el siguiente razonamiento:
Si todos los vértices marcados con el indice i forman un conjuato
A (i) conocido, se marca con el fndice / + 1, a todos los vértices
del conjunto
AGl+1)= |xxETA(),xEA(K) VY k<i}
0 sea xET A )

todos los vértices que sean destino de arcos cuyo origen sean vértices
de A (f), es decir, vértices marcados.

XEA(KYE<i
pero que no estén marcados con indices inferiores o iguales a i.

3) Se detiene el proceso cuando se marca el vértice f- El indice asignado

a f representa la longitud del camino 6ptimo entre a y 8. Sea n dicho
valor.

Si B fuese inalcanzable, el problema propuesto careceria de solucion

La segunda parte del algoritmo nos permitird identificar dicho camino
optimo.

Como BeA
consideraremos los vértices

51;!32,-‘-,5;::0!
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tales que B, EA(n—1) - g, er-pg*
g, €A(rn—2) - B, €T By

Bn € A (0) . Bn€T By
El caminou=(&,ﬁn-l,.”'ﬁ:.ﬂ:.ﬁ) egelc:]:[ninﬂbus-l:ado-

* p-1 gignifica la aplicacion fmvessa.
Recordemos que dado el grafz

Dx’
\ F )= %%} re) = fxaaxad
/V'OXZ l‘(-m=lx4! + rix] =9
X3 © \
luego definimos a '™’ e
r*@)=6 @)= fxyaxs) rviesy= {2

(x4): txatxgl ‘de
junt erti rigen de los arcos ccyo des-
es decir ™! (x) nos da el subconjunic de vértices que son orig

tino es x. -
Con respecto a la notacion

ﬁ‘ EAI,H_-I]) ﬂ] EI-‘_‘ﬁ

es facil interpretarla; podria escribirse
B EAmM—1NT'B

No necesariamente nos dard un elemento umico.
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Apliquemos lo expuesto a nuestro ejemiplo.

1) Damos a a el indice O,

2) El conjunto de vértices marcados ;
os con i = (e =3
el conjunto TR e
AGF+1)= ;A F 1!
luego A, F e [ recibiran el indice 1.

3) Ahora, el conjunto de vértices mar- i
e junto de vertices marzados con i = 1 es A, F, I!
A(i+1)= |B,C,G.H,J|

en efecto I'A () = |, A, F, 1, B.C. G, H, J!
pero fo, A,F, 1} C A (%) donde k<i
luego s6lo los vértices B, C, G, H v J rezibirdn o] indice 2.
4) Continuando el proceso, D.EK y 3 rzzibiran e! {ndice 3
Apliquemos la segunda parte .
Afm)=A@3)= |D E BK]
An—1)=AQ2)= {B.C,G,H,J
' g= |M, E HK]|
A= nT g= I al
- B =H
Alr=2)=A(1) = |A,F, 1
P @) =T"" (H)= |8, E.D. G, B, 1, I,K|
A(n=2)0T" €)= 1
bl |
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Alo)=
I @y =iy = te B G, H 0
A(NI™ (B)= ol

como era de esperar.
Luego. el camino = (. [, H. &1 2s el camino dptimo, o sea u®y I(u°) = 3.

Aclaracion

narte del algoritmo, identificando el grafe

Sugerimos trabajar la segunda
sara los cuales la diferencia de indices sea

parcial formado por todos los arcos

igual a uno.
Si asi lo hacemos. encontraremas

an
STV

=
B

a

K

: J 3
2

No sdlo podemos ver claramente el camino de longitud minima entre

@ vy [, sino entre & y todos los demas.
Asi por ejemplo, entre @ y E. v2mos que existe

u® = ta, 1, H, E} I(up)=3
ue = ta 1, 4, E; 1(u9)=3

es decir que con esta forma de trabzjar la segunda parte, el algoritmo nos per-
mite identificar la existencia de uno 2 varios caminos de longitud minima entre
dos vértices cualesquiera de un grafs. Se ve también cuando no existe ningin
camino.
En el caso que no pudiéramos alcanzar a marcar el vértice B, el proceso
nos indicaria que no existe camino extre a y § y el subgrafe parcial nos indicaria
los caminos de longitud minima entre a y los vértices accesibles.

N
Ly




Ejercicio
Proponemos el grafe siguiente

A =4 c

P E

Ficilmente se obtendri como solucién

Camino de longitud maxima
Sea el siguiente grafe
\ A 0

&
— O —=
; \ /
C——== ]~ O
) B (O— —
) g G H
Supongamos que los vértices representan puestos de control, y que de-

Seamos encontrar la ruta entre @ y §, que posea el mayor nitmero de tales
puestos.

Se tratard entonces, de encontrar el camino que tenga el mayor nimero
de arcos, o sea, el de longitud maxima.

| ( Es decir, debsmos hallar Hap tal que F° (uy5) = mix 1 (Hap)

S

Podemos aplicar el algoritmo descripto para el proceso de minimizacion,
previa modificacion del paso 2. Este quedari:

. se marca con el indice i + 1 a todos los vértices del conjunto
A(+1)= {x/x ETAG); xEAR) VEk>i+1]
o sea, a los vértices que sean destino de arcos que se inic.ian en ?untlos
ée A (i), pero que no estin marcados ya con indices superiores O iguales
ai+ 1.
Ejercico

Verifique el lector, si la solucion del ejemplo propuesto es

2 5
AAREEI o BT o
A
0 4/ ofe
0—-——-——--

o 6'3
8 6% H
{ 2 5

Si la solucién es correcta, podri observar que existen dos caminos de lon -
gitud maxima entre a y f.
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CAPITULO 4

ARBOL DE CONEXION

Hay casos donde el problema consiste en lograr la interconexion entre
localizaciones de modo que la materializacién de los vinculos necesarios, que
han sido evaluados por separado, se efectue en una forma tal que produzca la
optimizacion de una funcién econémica asociada.

Pricticamente, el objetivo perseguido nos llevara, en la mayoria de los
casos, a la minimizacion de la funcidn economica.

Si representamos esas localizaciones con puntos (vértices), el conjunto
finito de situaciones nos definird

E= }’rzﬁx2|---!xﬁl

Si existe la posibilidad de vincular x; con x;, podremos representar esa
posibilidad con un arco (x;, x;). Si la materializacion del vinculo nos permite
la conexi6bn en forma bidireccional, podemos decir que existe también el arco
(xj, x;). O sea, que

(x5, x7) = (x5, x;)

Es posible estimar el costo asociado con la materializacion. Esa valuacion
serd denominada

¢ (x5, x5) = ¢ (x5, X;)-

Entonces. podremos considerar a la posible conexion, como una arista,
()C i X ;)

Resumiendo tendriamos:

— un conjunto de vértices, para representar las localizaciones,

- un conjunto de aristas, para representar las conexiones.
0 sea, podriamos usar a un grafe no otrientado como modelo de la situacion
real examinada.

Asi por ejemplo, si quisiéramos vincular una serie de destilerias por medio
de oleoductos, los vértices representarian las destilerias, y las tuberias, los

vinculos materiales de conexion. Supongamos que nuestro objetivo es lograr
vincularlas a todas haciendo uso de la menor longitud posible de tuberias.
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comunicacion, nuestro objetivo podra ser encontrar el arbol miniro ¢z interce-
Podemos asociar a cada arista, un “costo” dado por la longitud de tubos nece- municacion.
sariz para concretarla.

La necesidad de minimizar la longitud total nos lleva a considerar como
mcompatible la presencia de cualquier &clo. En efecto, la supresion de una
de l=s arstas no significa que los vértices incluidos en el ciclo queden desconec- Sea el grafe siguiente
tades, pero habremos reducido la longitud en cuestion. Estas consideraciones
nos Indican que es condicion necesaria pzra la solucion, que ésta tome la forma
de Arbol. '

Pero los varios arboles parciales de un grafe no orientado que podemos
cbtener (véase pag. 32), nos darin diferentes valores de la funcion econdmica,
que definimos como

Arbol minimo de conexion

F (Ar) = - ¢ (u)

-
=+

Como nos interesa la “longitud tot:l minima”, tendremos que hallar, el
Arbol Minimo de Conexion.
Al mismo problema arribariamos si consideramos las situaciones siguientes:

; . istas indican los vinculos que podemos materializar afronando los
— Hallar la longitud minima de cables conductores para vincular un con- donde las aristas indic SRR

junto de n ciudades dadas. correspondientes costos ¢ (x;, X;).

: A y - ara el cual
— Determinar las lineas aéreas necesarias para vincular 7 aeropuertos, de Nuestro problema es encontrar un arbol A p

modo de minimizar el costo total. F(A)= I c(u) seaminima
— Minimizar la longitud de tuberias para llevar aire comprimido desde 4 r

un compresor a # maquinas neurniticas. w3k :
Solucién: Hagamos una tabla donde cada columna nos indigue todos los

T4 busg g cur ave S pegiienn comisntd por Claude Flament n el vértice que identifica la columna. Para simp#ficar la escri

(pig. 90, [F. 1]), sobre las posibilidades dz comunicacién entre las n personas et sl . . idad los orde-
integrantes de un grupo social, y que trataremos de sintetizar. y tura sélo pondremos el ?rémce destino de cada arco. Por comodi
Admitiendo que la informacion que posee uno de los integrantes deba naremos por valores crecientes de ¢ (4)
ser difundida en el grupo entero, que la comunicacion entre x; y x; es posible,
definimos el canal de informaci6n (x;, x;); s es posible la comunicacién (xj, x;) i e +
y ambws canales reciprocos tienen la misma valuacién, podemos representarlos Xy X4 X3 Xa Xs *6 27
_ porunz arista (x;, x;) que tendra asociada el valor ¢ (x;, s L L TS AR SR ORI o | =——— = = P el
Sintetizando: Sea I' la correspondencia que nos traduce las posibilidades | ixy 4ilix 4:|x% 5 | X 2| x5 5% 2
de comunicacién entre los miembros del grupo a X3 8| X S |x 4 |x6 T | X 4| x4 TlXs >
E=}xl,xz,...x,,{. X6 9| xy 8 | x7 6 |X5 8|x 8|x 9 |x 6
De acuerdo con lo enunciado, se tendrd xa 10 x, 71|x 10
(O xp) el )T |
y ¢ (xi, x7) = ¢ (x;, ;) 1) Se elige un vértice en forma arbitraria. (Sea por ejemplo Xy ).
S i Le colocarnos una marca +.
Estas dos condicionefr nos permitirdn considerar al grafe simétrico resul- 2) Seleccionamos el arco (X1, X3) dado que ¢ (x;, Xx3) = 7 es 2l mencr.
tante, como un grafe no orientado valor, es decir, min ¢ (xj, X;). g _ .
G=(T0 Marcamos el véitice x; y seleccionamos también el zrco (X3, =

puesto que en realidad hemos seleccionado la arista (x;. X3 ). es dec-

Si las valuaciones representan el costo necesario para usar el canal de la “conexion” entre x; y X3.




-

3) La nueva arista a seleccionar la encontramos ubicando el ' 4) Considerando los vértices marzados, compararemos

min f¢ (x1,%) , ¢ (x3, x){, ei(XyXe) =9 £(xy. X3) =3 il X )=
i
. AT : Ello nos indica seleccionas (x:. x5) mzrcando xs. En este paso no hay
¢ sea el minimo valor de ¢ (1) considerando solamente los vértices aribtas aeliminar s) ?
marcados. ) ] o
Asi{ puesto que 5) Reiterando el proceso, se llezrd facilmente a la tabla final siguiente
cx1,X)=8 y c(x3,x2)=4
: ; ! S + o+ -~ + | + . +
czbemos elegir el arco (x3, x;), o sea en realidad, la arista (x5, x,), Xy Xy x5 Xa | Xg X7
marcando el vértice x,.
A partir de la tercera marcacién debemos ver si es necesario eliminar x3 T||[xs_4]i[x2 4 [x2 S| % 2]|[xs S]|[xs 2
zzunas aristas para evitar la posibilidad de un ciclo cuya presencia es 4 X5 D
izcompatible én un arbol. E T4 ST, A et
\zamos esto en forma grafica X | 258 | o 38 X8 | 5T | X6
X5 Xo 0 Xy T x40
X3
Xy
Lz consideracion de la arista (x, x;) es incompatible. Luego elimina- !
mos (tachamos) los arcos (xy,x,) y (x4, x,). )
Pzra no hacer la representacion grafica, al alcanzar el tercer vértice,
verificamos si todos los arcos que este Gltimo define con cada uno
de los anteriores ha sido:
a) seleccionado
o b) eliminado
Asi al marcar X, (3% marcacién), verificamos si existe (x,, x;) y F (A = 27
y (Ar) =2 x
(x:. X3) pues x; y X3 ya estaban marcados. Vemos que (x,, x3) ha
sido seleccionado, y que (x,, x, ) debe ser eliminado. Ejercicio
Repitamos la tabla con las modificaciones sufridas hasta este tercer paso.
i - Sugerimos al lector comenzar por atro vértice, en lugar de x,, y compro-
sk + * + bar que obtendra el mismo resultado.
| X X X3 X X5 X X7
lucié medio del algoritmo de Kruskal
2!13_7 X, —4 112—41 % =5 =2} wr=5 T Solucion por io algoritmo
R e :x;'"4J =Tt A et il 5 El algor;trm: es el siguiente: o
""""""" i 1) Se elige la arista cuyo ¢ (7, 7) s2a2 minimo.
[ X6 =9 | X=8| X9—6 |xs—8 1 x4—8 | x;,—9 | x3—6 ) g yoc (1)
2) La siguiente en orden crecients.
| x4 —10 Xi— 7 {x;~10 :
3) Se repite el segundo pasc eliziendo entre todas las aristas que no

forman todavia parte del arbel siempre que no forme un ciclo con
las aristas ya seleccionadas.
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Construyamos la matriz asociada trabajando con el sector superior (el
situado por encima de la diagonal principal).

X; X X3 X4 Xs X6 Xq
X 8 i 10 oo 9 oo
%2 4t sV e o o0
X3 o 41 o0 6
Xa 8 7 =)
s o, |
Xe 5V

1) Como min ¢ (1) = 2 seleccionamos (X5, x;) I
u

2) El siguiente ¢ (u) = 4 tenemos dos aristas. Seleccionamos primera-
mente una de ellas en forma arbitraria: sea (x,, x3) Il

Luego (x3, x5) 1l pues no forma ciclo con las aristas ya seleccio-
nadas.

3) El siguiente valor es ¢ (1) = 5. Seleccionamos (xz2,x3) IV y luego
(xs, x+) pues no forma ciclo con las anteriores. V

) cu)=6
No podemos elegir (x3,x,) pues formariamos un ciclo.
SYe@=1

Elijo (x,, x3) pues no forma ciclo. VI
La (x4, x6) no puede elegirse pues formaria un ciclo.

El proceso terminé pues hemos vinculado todos los vértices.
Este aigoritmo es mis comodo y con él es mis dificil cometer errores
de cilculo.
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Ejercicio |

Pzdimos zl lector que verifique si es exacto que si en =] ejemplo antes
propuesto, hubiéramos tenido

¢(xy,x3)=35 y c(x;,x3)=35

encontrarfamos. aplicando cualquiera de las técnicas descriptas, dos drboles
opiimes:

X2 X3 XZ X3

X5

Xg X7 Xg X7
Ejercico Il
Las autoridades municipales desean establecer un plan minimo de pavi-

mentos para una localidad balnearia que tiene actualmente zodas sus calles
de derma.

=
OBHEE
:EL'J [£]

—-———— o, 1T
1 { I | v i

] L]
L =

En el croquis se indican los edificios principales que se gieren vincular:
Banco, Iglesia, Delegacion Municipal, Centro Comercial y Escusia

Lz localidad posee solo dos rutas de acceso, también de tierra, desde la
Rutz Nacional pavimentada. El plan debe contemplar el numero de cuadras a
pavimentar necesario para vincular los cinco puntos principaliss con la Ruta
Nacional. Considerando los costos de las obras proporcional a la Jongitud a pavi-
mentar. dichas autoridades desean minimizar el costo total.

= 18 cuadras.

b) Si la plaza estuviese ya rodeada por calles asfaltadzs, el resultado
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seria 15. El lector puede ripidamente verificarlo. (Considere las aristas que
representan una calle asfaltada como asociadas a un valor ¢ (&) = 0).

Ejercicio 111

Estudiando un croquis de cierta zona, se observa la existencia de cinco
refinerias de petroleo.

Tres de ellas A, C, E estan situadas sobre la costa.

Dada la mayor facilidad operativa del puerto A, se desea vincular a las
refinerias mediante oleoductos a fin de poderla abastecer con crudos desde Iz
posicion A. .

Parte del trabajo estd efectuado, puesto que existen oleoductos entr=
By C, yentre Dy E. Se han evaluado las sumas a invertir para construirlos.
que en unidades relativas son: '

Tentre AyB 10 entre By D Jentre Cy D
4 " AycC Ll p&aBiyil SN HCE
95 2 YD

_ También se evalud lo que hubiera significado construir los oleoductos
existentes ya: 8 entre B y C; 6 entre D y E.
Podemos modelizar la situacion con el grafe no orientado siguiente:
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| T —

La solucidn es inmediata.

8 0

A

siendo F© = 7 o sea, 21 considerando los 14 ya invertidos antes.

Si las autoridades corpetentes hubieran podido estudiar :l problema
cuando aun no se habia concretado la materializacién de ninguno de los vincu-
los, habian obtenido (a valores constantes) como optimo ;

Us,= (A C): (A B); (C. D) € B}

con una F® de 19. Pedimos &l lector que lo verifique.

Arbol maximo de conexion

Veamos, por ejemplo, ei caso siguiente. Ante posibles situaciones de emer-
gencia podemos enfrentarnos con la necesidad de establecer un sistema de
vinculos que al mismo tiempa que cuente con el menor niimero de conexiones
parciales, nos otorgue la mayar fiabilidad.

Estos dos objetivos, apzrentemente contradictorios, obrando como res-
tricciones, nos permiten deficir un objetivo claro.

Sea el grafe siguiente, el modelo que me representa las posiciones a vin-
cular.

Las aristas me represenczn las conexiones parciales posibles. Los valores
asociados a las aristas, el graco de confianza o probabilidad de buen funciona-
miento del par de conexion.

Alcanzar el objetivo de lograr un sistema de intercomunicacion con el
menor nimero de pares de conexiones, nos llevard a la bisqueda de un arbol
de conexion.
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Pero ese sistema (arbol) operard siemprz gue todas sus conexiones par-
les operen satisfactoriamente. Es decir, la falla Ze cualquiera de sus “ramas”
sianificard la falla del sistema. En consecuenciz. el sistema buscado estd estruc-
‘ado por elementos en serie.*
, Por lo tanto

“nnde
; Fs es la fiabilidad del sistema

F; la fiabilidad de cada componente.
k=n—1 siendo n el nimero de posiciorss a vincular.

| Nuestro objetivo sera lograr F; max.
Si tomamos logaritmos

k k
log. Fy = log. (i[-ll Fp) = fjﬁl log F;

lestro objetivo podra representarse

\ k
mix X log F;
i=1
~ Por lo tanto si asociamos a cada arista el loz. de la fiabilidad, podemos
snsiderar, por analogia, que buscamos el arbol méximo de conexidn.
) Sin embargo, podemos prescindir, para encentrarlo, del cilculo logarit-
mico.
En efecto: Dado que 0<F;<1l¥%;

k
es Il F;<min F;
i=1 iES

Luego, podemos ir construyendo la solucién tomando las aristas cuya
:abilidad sea mayor y que no forme ciclo con las aristas ya seleccionadas.
Agerimos al lector que lo aplique y verifique si Iz solucion Optima es la que
continuacion se indica. o

_J £

con F° = 0,884

(o4

* Para mayor informacion remitimos al lector al ibro “Nociones de fiabilidad™, de
“sta misma coleccién.

3

Pudimos haber procedido er forma dual, o sea, “eliminando™ paso a
paso las aristas de menor fiabilidad. cuidando que el grafe permaneciera siempre
conexo.

Este procedimiento es generzl. Vea el lector como aplicarlo a los ejer-
cicios de arbol minimo. (Deberd “sliminar”, paso a paso, las aristas de mayor
valor asociado.)

69




CAPITULO 5

FLUJO A TRAVES _
DE UNA RED DE TRANSPORTE

Habiamos definido ya (pag. 32) a la red de transporte como un grafe
conexo, sin bucles, que poseia uno y solo un vértice que no era destino de
ringn arco, ¥ otro y solo otro que no era origen.de ningun arco. Al primero
1o denominamos “entrada” (o fuente) y al segundo, “salida” (o sumidero).
También dijimos que por cada arco era posible hacer circular un flujo que
estaba limitado por las condiciones propias del vinculo, es decir, por la capaci-
cad del arco.

Un examen macroscopico de la situacion se podria esquematizar de la
manera siguiente.

Flyjfo e o Flyjo
de — — de
entrada TRANSPORTE salida

Siempre que la red tenga una capacidad adecuada, el flujo entrante podrd
sar transferido como flujo de salida. Muchas veces nos interesard saber hasta
gué valor de flujo generado es posible transferir mediante una red existente.
Para ello tendremos que recurrir al analisis de la red de transporte, a visualizar
como se vinculan las diferentes posiciones de concentracion y distribucion de
los transportes parciales y las capacidades de los tramos correspondientes.

A=

o—
A D

Supongamos que con o representamos a un yacimiento de carbén, y con
£ a la usina que lo utiliza como combustible. La produccion mensual del yaci-
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.hiento es de 9 unidades (relativas) y ¢l consumo correspondiente, en la usira,
s de 8; es decir que en principio se podria satisfacer las necesidades de la
usina. Sin embargo, dada la configuracion de la red de transporte, esto no serd

.ctible.
Después se veran las técnicas que permitirin comprobarlo. Ademds, el

_Zctor podra verificar entonces que la czntidad maxima de carbon transportatle
*asde el yacimiento hacia la usina, es de 7 unidades.
El problema que nos ocupa es dzterminar la cantidad de materia que sz
sbe hacer pasar por cada arco, de moco que la cantidad total que se desplaza
~ través de la red, desde la fuente hasta el sumidero sea maxima.
Antes de emprender su solucién definamos algunas nociones que necesi-

\remaos.

apacidad del arco ¢ (u)

' A cada arco u asociaremos una cazpacidad ¢ (#) que nos dice cual es ia
jdxima cantidad que por él puede pasar.

lujo a través de un arco: ¢ (v)

! Es una variable, que nos indicarZ la cantidad de materia que atravies:a
-1 arco. Es evidente que debe cumplir la condicion de no negatividad, y teniendo
«n cuenta la capacidad del arco ¢ (u), podemos escribir simbolicamente.

0<¢@)<c(u) YuelU

Subconjuntos de arcos asociados a cada vértice

Para cada vértice distinguiremos dos subconjuntos de arcos:

Uy formado por los arcos que a €] llegan (que lo tienen como destino
comiln) y
Usz constituido por los arcos que de él salen (que lo tienen como origen).

Si por ejemplo.

(En el dibujo se indica claramente cuando el arco es orientado)

Uy, = (X1, %5); (%2, Xs); (xq‘l's)[
Uz, = l@s.x2): (x5, xa): (x5, X6)i (s, X7)]
Es evidente que para la “entrada” (7 =¢

Andlogamente, para el sumidero Uy = ¢

Conservacion del flujo

En todo vértice, con excepcion de la fuente y el sumidero, no se crea ni
se destruye materia, y tampoco puede haber *‘stock™ (almacenamiento). Es
decir, el flujo que llega a un vértice es exactamente igual al flujo que de él sale.

Simbdlicamente

u

Z o= Z pW#*¥xx#*Faux+Fp
eUx ue Uk

Flujo total: F

Denominamos asi al flujo generado en la fuente « y que luego de atravesar
la red, es absorbido en el sumidero §.
Luego

F= 2 o= T p@
uEU& HEUB

Que el flujo generado en la fuente es igual al absorbido por el sumidero
es consecuencia de la conservacion del flujo. En el siguiente ejemplo sencillo
podemos hacer una comprobacion.

Xy
X3

X4 X5
Aplicando el principio de la conservacién del flujo
@ (0, x1) (X2, X))+ (X5, X)) =@ (x4, X2) + 0 (X1, X5)
Yo, xa) o (x),x2) @ (xs, x3) =9 (X2,X1) + ¢ (x2,%3)
@ (x1,%3) + 9 (xa, x3) =90 (x3,%) 9 (x3,x4) T ¢ (x5, B)
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£l(exg) o (x3,x8)+ ¢ (xs,Xs) = < (Xq,X3) + ¢ (X4, X5)
9 (0, X5) + o (Xa, Xs) = (x5, %) F o (X5, %1) o (x5, B)

S.m.a.m. y simplificando los términos iguales que figuran en ambos miem-
bros. s obtiene

@ (0, x) + (e, x2) (e xe =y (x3,8) + ¢ (x5,0)
Z pw)= I p(u)
U= U& L= UB
Simplificando la notacion

W'

s
Y

Objetivo: F°

Si recordamos que cada arco u tiene zsociada una capacidad ¢ () que es
la mdxma cantidad de materia que lo pueds atravesar, el flujo maximo F° que
buscarmos deberd ser compatible con las wpacidades de los diferentes arcos
que forman la red. Es un problema que poc-ia resolverse por las técnicas de la
prograrnacion lineal: encontrar un conjuntc de valores

g =3

que cumpliendo con
v S c(u) YuelU
y con
Z v = Z Yx/x€E;x#a;xF 8
ue Y TS §
hagan
F= Z =y, mix
ue Ua

P=ro en lugar de utilizar el simplex, aplicaremos un proceso de resolucion
que para este problema es mucho mis eficienze: el algoritmo de Ford-Fulkerson.
Este algoritmo consta de dos etapas:
1) Lograr un flujo completo
2) Optimizarlo
Antes de entrar en su descripcidn, vezmos algunas nociones que necesi-
taremos. ;
Arco saturado: Se dice que un arco u s saturado cuando el flujo que lo
atraviesa es exactamente igual a su capacidad. o sea, cuando ¢ (1) = ¢ (u).

Flujo completo: Se dice que un flujo F es completo cuando todo camino
que va desde a hasta § contiene como minimo un arco saturado.
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Asi para el ejemplo

F = 3 es completo pues existen dos caminos entre & y f§, que conienen
un arco saturado como minimo.
En efecto
tul. T (ﬂ!, xl) x:. B) con g (x:‘.v ﬁ} e {.x?.) ﬁ) = 3
Y M2 = (@, X3, X2,0) con ¢ (a,x3)=c(a,x3)=1
Yy (2,8 =c(x;,=3

(entre paréntesis hemos indicado las capacidades de cada arco).
Un flujo puede ser completo, pero no optimo.
Asi, en la red

(1)

(2)

(1)

puedo obtener el siguiente flujo completo

~)
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Parz mayor claridad, y dado que todas las capacidades son unitarias, sélo
colocamecs el flujo asignado a cada arco y reforzamos los trazos de los arcos
saturados. )

En =fecto, el grafe parcial de arcos no saturados sera:
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K

que nos cee que no hay camino de arcos no saturados entre a y f.
En cambio, el flujo completo que ademds es Optimo, es el siguiente:

De :z!Ii la existencia de las dos etapas que describiremos.

1) Lograr un flujo completo

— S22 F un flujo inicial.

— Si no es completo, en el grafe parcial de arcos no saturados, podremos
daterminar como minimo un camino u donde todos sus arcos no son
saturados.

— Hzcemos
Y W=9@+1 Vuc€yp
y ¢ @)=y ) Vuéy
el flujo total es ahora F' = F + 1.
— Reiteramos el procedimiento hasta que F sea completo.
Notz: Para acelerar el procedimiento es conveniente proceder asi: Detec-
tado el camino y, calculamos la capacidad remanente de cada arco que lo cons-

tituye y zlevamos el flujo en una cantidad igual a la capacidad residual
minima.
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Sea

Demos a
vl x)=S5
(@ x)=5
¢ (@, x3)=2

o sea un flujo inicial F =12.
Si representamos graficamente, obtendremos la siguiente distribucion:
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Puede verse que los arcos (e, x3); (X2, X5 ) y (x4, B) alcanzan la saturacion.
Esto lo hemos indicado reforzando sus trazos.

Detectamos el camino (@, X2, X3, X5, §) de arcos no saturados.

Al arco (&, x,) le queda una capacidad residual de 1. Luego si hacemos

¢ (ax)=5+1=6

podemos eliminar ese camino.

El nuevo flujo F' = 12+ 1 = 13
Todavia podemos ver que existe el camino (@, X, X4, X2, X3, X5, f).
Las capacidades residuales de sus arcos son:

d(a,x,)=9—5=14 ¢ (X2,%x3)=4—1=3
¢! (xy, x3) =6 —5=1 c (x3,x5)=5—3=2
¢ (x4,x;)=3—0=3 (x5, )= 12—8=14

luego elevando en 1 el flujo a través de esos arcos saturaremos al (xy, x4). El
nuevo flujo F= 13 + 1 = 14.
Luego

(@ x)=6; ¢ (X1,%s) =6; ¢ (Xa,X2)=1;
v (x2,x3) = 2; ‘P"(xa,xs) =y ¢ xs, ) =9
La figura nos quedard
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Es ficil ver que ya no existe ninglin camino de arcos mo saturados entre
e y £. Hemos logrado un flujo completo,

2) Optimizarlo

Consiste en tratar de mejorar el flujo mediante un preceso de redistribu-
cién. Para ello ensayaremos la marcacion de todos los vértaces de la red a la
cual s2 podria hacer llegar una unidad suplementaria de flujo.

El proceso de marcacion se hace de la siguiente manera:

a) Se marca con O al vértice a.

5) A partir de un vértice x; marcado, puede marcarse todo X; con

+iosi GET(x) y ¢ (xi,x) <ctx.x;)
y con =i st ETN@) Yy @x,x)>0 _
<) Si con ese proceso alcanzamos a marcar el vériice J. existird por lo

menos una cadena [, donde todos los vértices estém marcados (salvo
signo) con el subindice de un precedente.

En tal caso haremos
¢ W=p@)+1 Yucp

¥ que esté orientado (en la cadena) en el senidc que va desde o
hasta § y

o W) =9 —1 Yuep

¥ que esté orientado (en la cadena) en el sentido que va desde
phaszay

o W=9 VYueEpm
El nuevo flujo F=F+ 1

Si con este nuevo flujo, y aplicando los pasos a) ¥ ©) no alcanzamos
a marcar el vértice B, este nuevo flujo sera el flujo total maximo, es
decir, serd el F°.

Continuemos con el ejemplo. Habiamos llegado a obtzner el siguiente
flujo completo
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Damos a « el valor 0.
Desde a solo podemos alcanzar x,; dindole + 0. En efecto

X1 ET () vy p(a,x;)=6 osea ¢ (ax;)<c(a x,)
en cambio, si bien x, € I' (o) su

glagxy)=cloyxy)=06

y lo mismo ocurre con Xj3.
Desde x; no podemos llegar a x4, pues

@ (X1, Xa) = ¢ (x1, X4)

Luego el proceso queda interrumpido.
En consecuencia
F=6+6+2=14
es el flujo total maximo, o sea
Fo = 14

Con el objeto de visualizar mejor esta segunda parte tomemos el ejemplo
de flujo completo que expusimos al comienzo de este tema.

k=] +3

Damos a a el indice 0.

Hemos suprimido el valor de las capacidades asi como los valores éz los
flujos actuales sobre los arcos para que resalten los indices.

De a podemos alcanzar solamente x;.

Como
x3 €T () y

c(a x3)=2

w(a, x3)=1
€5 menor que

lo marcaremos con + 0.
Desde x5 alcanzo x4 y x5 a los cuales marcamos con + 3.
Desde x4 6 desde x5 podemos marcar X; ¥ X,. (Usaremos x ).
Luego daremos a x;, —5 ya x, el indice -5
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En efecto

X ET M (xs) y ¢(x,x5)>0

Lomismo x; €T (xs) ¥ @(x,%5)>0

Desde x; & desde x- podemos alcanzar x¢. (Usaremos x-). En efecto,
%6 €T (x3) y 9 (X2, x5) < € (x2, Xg)

Luego asignaremos a x el indice + 2.
Y por anilogas razones, podemos marcar § con + 6.
Detectamos la cadena

E = (& X3,Xs, X2, X5, B)
Modificamos los flujos asi
F@x)=p(@x)+1=1+1=2
¢ (xs. XV =¢ (x5, Xs) +1=0+1=1
¢ (2. xs1=¢ (X2, x5) —1=1—1=0
¢ (x2.X6h =9 (X2, Xg) +1=0+1=1

¢ . =vxe, HF+1=1+1=2
FF=F+1=5+1=6

Obtenemos

Si ahora repetimos el proceso de marcacion, vemos que marcamos el vér-
tice & con el indice 0 y que el proceso se interrumpe. Es decir, que el flujo
total optimo es F° = 6.

Nota: Para marcar x, y x, usamos arbitrariamente el vértice x;.

Proponemos al lector wtilizar x,. En tal caso encontrard estas dos distri-
buciones, también Optimas

g




Procedimiento resumido

Los pasos del algoritmo pueden resumirse en el siguiente procedimiento:

1) Se busca un camino desde la fuerte & hasta el sumidero f que tenga
sus arcos con capacidad no nulz.

2) Dentro de ese camino se busca el zzco que tenga la capacidad minima
(que representaremos con ¢py) € incrementamos el flujo en ese camino
en la cantidad ¢p;.

3) Disminuimos la capacidad de los arcos situados en el camino en esa can-
tidad cp.

4) Aumentamos la capacidad de los arcos de sentido opuesto en esa misma
cantidad.

Retomamos al paso 1) hasta que no eccontramos mis caminos con arcos
no saturados.

Aclaraciones previas

I. Sea, por ejemplo, el arco (x;. x;) cuya capacidad es 4 (fig. 2).

(4) O (1) o)
W / X

; Xy
X¢ Figura a ¢ figura 6

O
(3)? :
/XJ

X¢ figura ¢

Si le asignamos el flujo ¢ (x;, x;) = 3, para saturarlo tendriamos que
hacerle pasar después un flujo de 1. Es decir, cuando le asignamos p (x;, x;) = 3,
su capacidad se reduce a 1. En otras palabras, su capacidad residual

¢ xinxp)=c (X, xp) — o, x5)  (fig. b)
de donde
S =2 —3=1

Si en tales condiciones le hacemos pasz ahora un “flujo™ de 2 en el sen-
tido (xj, x;), le restituimos parte de su capacidad o:igipal. Ese “flujo” puede
interpretarse como una descarga, come unz disminucion del flujo inicial. En
consecuencia el flujo que ahora existiria, a través del arco (x;, X;) seria:
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g (xpx)=3—2=1
y la nueva capacidad residual

/5 (x},x;)= 4—1=3 (fig. ¢)

II. Sean x; y x; dos vértices unidos por un par de arcos de sentido con-
trario, cuyas capacidades son:

cGux)=5 v clpx)=3 (fig d)

X; O (3) - & 1)’
Figura o X¢ - figura e

’ X/
m(/-OXJ :‘?}/OJ

Si esog arcos fueran recorrides por los flujos siguientes
pxpx)=3 v 9(xx)=2
quedarian con las capacidades residuales
¢ @px)=5-3=2 y J@,x)=3—2=1

Utilizando el concepto de arista podemos hacer uso de la representacion
simplificada siguiente

(3) Js,— 1)’ A:/ .
(5) 2)’
X‘; X

Los flujos sobre los arcos se abtienen restando las capacidades originales
y las residuales. Luego
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[11. Siel vinculo entre x; y x; se hace a través de un sélo arco

Qix: X7
XJ es lo mismo que (@) J
(4) : (o)
- X£
X¢ (0)
Xy
Se lo puede reprasentar  (4)
X¢
Si lo zmraviesa un flujo ¢ (x4, x;) = 13 podemos expresar el resultado
{ ;
(1) XJ
(3)
X4

Si partmos de esa representacion podemos deducir los flujos sobre los
arcos tomando las diferencias entre las capacidades originales y las residuales
(solo las diferzncias pasitivas tienen significado).

Luego. obtendriamos

/ X/

pues 0 — 1 = — | carece

¢ B 4 de significado.

Aplicacion del procedimiento resumido
Recordemos que si F es el flujo total, es decir, si

F=ypo= Z ¢()
ue

o

las capacidaces originzles de los arcos quedan modificadas por el valor del flujo
que los atraviesa. Recordemos también, de las aclaraciones previas (11I), que
cuando un zrco (x;, X;) es atravesado por un flujo ¢ (xj, x;), sus cepacidades
residuales resultaran:

d (xi, X)) = ¢ (x;, %) — ¢ (xi, Xj)
pues lo atraviesa en el sentido del arco, y

d (xj9 x)=c (X;‘, x) to (€78 xf)
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puss le aumenta su capacidad inicial.
Retomemos el ejemplo ya visto:

Sea
tp(ﬂ, xl) =T s

v (e, x)=4
Yy e(ax3)=1
Es decir, F = 10.

= S asigna.mos l_os flujos anteriores, las capacidades de’los arcos (indicadas
sin parentesis, para simplificar) quedardn modificadas asi:

Xy

xag'

Vemo 3 i j
o S que a través del camino (e, x,, X5, f) podemos aumentar el flujo
2.0 sea

F=10+2=12
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Obtenemos:

Puede verse que no es posible aumentar el flujo, En efecto los arcos
(@, x3) ¥ (@, x3) estan saturados. El arco (e, x,;) admitiria un flujo adicional
de 3 pero como el arco (x,, x4) estd saturado, dicho flujo se “almacenaria™ en
. Xy, contrariando el principio de conservacion del flujo.
Respecto a la distribucion del flujo en los diferentes arcos la encontramos
por diferencia entre las capacidades originales y las residuales (tomando las
diferencias positivas). De ese modo, resultaria:

Puedo aumentar el flujo a trav3s del camino (e, X3, X2, Xs, §) cuyz mi- I

nima capacidad residual es 1. l
Luego

F=12+1=13 ‘

|

|

t

Nos quedara

Detectamos el camino (e, X;. Xz, X2, X5, f) cuya minima capacidad resi- |
dual es 1 (la capacidad residual ¢ (x,.x4))- ,

Luego aumentamos el flujo en 1 unidad, oseaF = 13+1=14

La figura nos queda
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Un modo de controlar que hemos optimizado el proceso, es hacer uso
del concepto que a continuacion se descrite.

Cortz de una réd

Dado un subconjunto de vértices cue incluya la salida § y excluya la
entrzada a, 0 sea

A= {x/x €E| donde neceszriamente a € Ay BE A

's¢ llama corte U, al conjunto de arcos que llegan a vértices de A desde nodos
que o le pertenecen.
Se llama capacidad del corte, a la suma de las capacidades de los arcos
.que lo forman.
cU)= Z c)
u

= f.“'_\

Asf por ejemplo podemos tomar el corte A, indicado con linea de trazos:

' A= }ﬁl
Uz, = (xs, B); (xs, B}
ey )y=>+i2=1]
otro corte que indicamos es:
A’Z = :xls X4, Xs, .ﬁl
Uy, = fGris xa); (@ X2k (x3, X2); (3, x5) |
¢ (Ug,) =6+6+3+5=20

Toda unidad de materia que se desplace desde a hacia f§ usara por lo
menos una vez un arco de Ug.
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Luego cualquiera sea F y el corte U, se verificard que
F<e(Uy)

o sea que la capacidad de cualquier corte representa una cota supsrior para
el flujo.

En consecuencia si encontramos un valor de la capacidad d= alzin corte
que iguale al flujo F alcanzado, podemos afirmar que:

El corte es de capacidad minima y que el flujo es maximo.

Verifiquemos en los ejemplos dados que con el proceso ce marcacion
logramos definir el corte de capacidad minima.
El proceso de marcacién nos produce una biparticion el conjunto

Ei= ’a!xll"‘?ﬁi

Definiendo- como A al conjunto de vértices no marcados, cumpimos con
las condiciones:

a A y BEA

Retomemos, por ejemplo, el ejercicio de pag. 81.

Recordemos que con F = 6, sélo pudimos marcar el vértice a.
En tal caso podemos poner

A= lea X2, X3, x4!x59x6)ﬂ]

Ui = { (@ x1) (@ x2); (6, %))
L eUg)=2+2+2=6

es decir se cumple F = ¢ (U.4), de donde
F= P y ¢ (Uy) es minima

En el otro ejemplo también resuelto (pag. 79), el proceso d= mzrcacion
se interrumpid cuando habiamos llegado a F = 14. Podemos hacer:

A= ,x:,xa,xa,xs: 61}

Uz = | 1% @ 32) (@ x3) |

89



te(Ui)=6+6+2=14

Er otras palabras, cuando un valor de flujo iguala la capacidad de algin
corte, dicho flujo total es el flujo miximo y dicho corte es de capacidad
minima. Esto no es mds que el Teorema de Ford-Fulkerson: En una red de
transpor:z dada, el valor maximo de un flujo es igual a la capacidad minima
de un ccrte s

mix. F = min. ¢ (Uy)
F aZ A
BE A
Ejercicic propuesto:

I. Desde los puertos de embarque x,, x,, X3, X;; donde se dispone de
di(i=1....,4) toneladas de carga se pretende abastecer los puertos x5, X, X5
cuyas capacidades de recepcion son rj(j = 5, 6. 7).

X5

Los puerios, ubicados en continentes diferentes, estin vinculados por lineas
maritimas cuyas capacidades de transporte ¢;; se conocen. Se pretende conocer
cual es el tonelaje que se puede enviar desde cada puerto de embarque hasta
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cada puerto destino a fin de hacer maximo el transporte desde un continente
al otro.
Los datos son los siguientes:

Xs Xg X di
x| 4C | 80 | 40 200
x| 0 | 40 80 150
IcAl=xs| 8o | 40 | 8o 300
x| 80 | 80 | 40 50
r| 100 | 300 | 250 o 00

Sugerencia: Unir x,, X, X3, xs. 2 una fusnie a con arcos cuyas capacidades
sean las respectivas d;. Andlogamente los x; con un sumidero f§ con arcos
cuyas capacidades sean los respectivos r;. El lector podrd encontrar ripida-
mente que F° = 510. Ademas, gue la disuibucion optima de las cargas es:

De\ 2 Xs ] X6 Xq
X3 40 80 40
x, - 40 80
x; 60 | 40 80
xy — i 10 40

Observe que a pesar de dispomer un total de 700 toneladas de carga, solo se
puede satisfacer algo mas del 78 % de lz necesidad total (650 toneladas).

Ejercicio II.
Considere el problema d=l transporte de carbén desde el yacimiento a la
usina, propuesto como introduccién a este tema.

a) Verifique si obtiene tamtién usted, la siguiente distribucién 6ptima
de flujos en los arcos.
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b) Dado que las necesidades de la usina no pueden ser satisfechas a

pesar que la produccidon del yacimiento es suficiente, ;como podriamos [ T
. . o . ! Total
aumentar la capacidad de red de transporte? | Energia | Transp. | Acero | Petrog. | necesario
i | }
Sugerencia: Considere la red parcial formada por los arcos cuya capacidad § | f
rresidual no sea nula i 28 10 12 20 i 70
|

A 2 8

Se han efectuado investigaciones sobre las posibles fuentes de financia-
| cion. Se las ha agrupado en nacionales y externas. Las orimeras se dividieron
; en estatales y privadas. Se ha encontrado que estarian Cispuestas a financiar,

o A3 ' cada proyecto, hasta los montos que a continuacién se indican:
{ ; l- Waonto
Energia | Transp. | Acero | Petrogq. Wil
- | moximo
¢ N.E 15 12 7 §4 01 35

;Qué nueva canalizacion deberia materializar? ——
;Qué capacidad deberia temer para que la solucién fuese factible? | = 2 12 5 3 17 (12)
R: Reforzar con “tramos” paralelos a (C, D) o a (B, D) con capacidad 1; Ext. 10 20 20 0 6

es decir, elevar las capacidades de (C. D) o de (B, D) a 3.

¢) Dado que el proceso de marcacion del algoritmo de Ford-Fulkerson,
nos permite determinar el corte de capacidad minima. ;Qué alternativa adicio-
inal puede visualizar, con respecto a las obtenidas en b)?

La columna de monto maximo se debe a que el Estado se ha fijado dicha
cota 35 como monto total disponible, y ha determinado la conveniencia de
no contraer nuevas deudas externas que superen el total de 30. Respecto a las

R: Aumentar en 1 a la capacidad de (B, f). . fuentes privadas nacionales, si bien tiene una disponibifidad de 17, para los
d) Si la red de transporte, fuese la resultante de materializar las tres rubros que nos interesan ella seria verdaderamente de 12.
) alternativas halladas, pero la necesidad de la usina igualase la produccion del ' Si se procediera orientando el crédito estatal en el orden £n =>Tr —4¢ —
yacimiento. ;Seria esta “nueva red” suficiente para asegurar el abastecimiento? — Pet, se obtendria la siguiente distribucion.
Si la respuesta fuese afirmativa, jcuil es la distribucion 6ptima de los trans-
| portes parciales? Cr&dito no
R: Si. & > e E urzhizedo
MNE (15 [ 19 7 3 (saldo) -
N.P 2| - 5 3 2N0iT)
Erg 0 V= = | 10 e

Total 28 100 12 16

Examinada la distribucién anterior, puede verse que el proyecto petro-
quimico seria financiable en sblo el 80 %. También gue del monto total
necesario (70) solo se financiarian 66 miles de millones.
| el Sin embargo, y el lector puede verificarlo, la orizsntacién optima del
Ejercicio III. cridito mos permitiria financiar 68 miles de millones. Ello resulta de esta

El pais desea materializar cuatro proyectos, que denominaremos: Energia, distribucién optima de flujos:
' Transportes, Acero, y Petroquimica. Estos proyectos requieren la inversion de
los siguientes montos (en miles de millones de unidades monetarias):




Crédito no

E T 4 = utilizado

N.E. | 13 | 10 7
N.P. 2| - 5 3
| Ext. 1_3 — = 10

Total 28 1G 12, a8

b) Pruebe que si se logra que la fuente privada nacional, transfiera su
disponibilidad crediticia para transporte hacia la petroquimica o sea

B3] P M

NPl 2L =) 5 }5 12

todos los proyectos podrian ser financiados en un 100 %
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CAPITULO 6

ADMINISTRACION DE PROYECTOS
POR ANALISIS DE REDES

Introduccion a la planificacién y programacion.

Generalidades:

Planificar es artz v es ciencia. Mediante la planificacion. la organizacion
puede prever el desarrollo de un conjunto de operaciones quz concurren a la
obtencion de un resul:ado.

La planificacién nos permite realizar una penetracién en el “futuro”.
Como toda penetracién en el futuro no puede revestir el caricter de “cierta”
sino de “probable™ puss sdlo el pasado puede conocerse con certeza.

La metodologia qu= sintéticamente expondremos se puzde aplicar a un
conjunto de actividadss cuyos elementos pueden ser fisicos o intelectuales.

El problema es: qué hacer, o como tenemos que actuar, cuando nos
enfrentamos con la necesidad de realizar eficientemente una serie de actividades
que nos permiten alcanzar un objetivo.

El deseo de esuzblecer la “fecha probable™ de terminz:ién de “algo”
significa situar en el Sempo todas las actividades que concurren al logro de
ese “algo”.

Es por ello, que numestra primera obligacion serd definir correctamente
el objetivo deseado. Luego, todos los elementos necesarios para alcanzarlo,
es decir, el conjunto de actividades que lo definen.

Pero la realizacién de actividades significa la movilizasién y uso de
eCcursos.

El recurso mis importante de cualquier actividad es el recurso humano,
siguiéndole en importanciz los de tipo material.

Estos recursos se dicben organizar, sincronizar en su zccionar, a los
efectos que el objetivo s consiga de la manera mas eficients, entendiendo
por eficiencia, menor tzmpo 0 menores costos 0 mixima seguridad. . .

No se puede pensar 2n alcanzar el objetivo en el minimo tiempo consi-
guiendo simultineamerzz los menores costos. Existe cierta imcompatibilidad
entre la brevedad en el tempo y la minimizacion de los costos.

Un métode por odos conocido resulta utilizar el diagrama de Gantt.
Cuando el proyecto (operzcidn global) estd formado por pocos elementos, la
memoria del planeador pmede retener sin mayores inconvenizntes las inter-
dependencias entre las tareas, y por lo tanto el orden logico en que éstas
deben realizarse. )
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Cuando el pmyecto estd formzdo por muchas tareas, es evidente que la
persona que planea “no puede reterer mentalmente” las ligazones que entre
ellas existen. Es decir la capacidad de recuerdos del planificador ha hecho
Crisis.

Es precisamente ésta, la primerz y fundamental ventaja de la planificacién
por ““grafes”.

Los grafes nos permitirian consiruir “un mapa del futuro™ y sobre éste,
encontrar el camino critico, que verdria a representar el camino mis largo
hacia ese futuro. La ejecucion del proyecto significa, no obstante, la realiza-
cion de todas las tareas, el recorrico integral de todos los arcos de aquel
“mapa’’.

Dividiendo el problema en sus stapas de “pensar” y luego “‘ejecutar”,
el método nos permite:

a) Planificar;

b) Programar;

¢) Controlar.

a) Planificar: Es establecer la scuencia logica de los acontecimientos.
Es visualizar el orden en que deben procucirse. Su resultado es la red (o diagrama
de flechas). Ella nos permite calcular 2| camino critico: subconjunto de tareas
que condicionan la duracion del proye:to.

Se ha determinado estadisticamente que generalmente lo constituyen
un 10 a un 20 % del total de tareas qus definen el objetivo establecido.

b) Programar: Es aplicar el calendario (almanaque) al plan seleccionado.

Ello nos permite visualizar cémo debieran distribuirse los recursos, o sea,
estimar las necesidades de mano de obra, de equipos, de miquinas, de dispo-
nibilidad financiera, etc. Evidentemen:z la distribucion elegida debe cumplir
con las restricciones que la Empresa prevea con respecto a las “disponibilidades”
de tales recursos.

Ver si se concilian las necesidades con las disponibilidades nos permitira
apreciar si es 0 no factible.

c) Controlar: Sirve para vismalizar la ejecucién. Evidentemente, sélo
habiendo establecido un programa. estamos en condiciones de juzgar si los
acontecimientos se producen en fecha. con adelanto, o con retraso. Es solo
comparando con el programa que podremos evaluar la influencia de las desvia-
ciones y por lo tanto determinar las acciones a seguu para com:gnr sus impli-
cancias. Solamente con un programa cenfeccionado “a priori” podemos reali-
zar la Direccion por Excepcion.*

*Si qumemmos dar una sintesis Se lo expuesto hasta ahora, el problema que nos
preocupa consistiria en coordinar una serie ¢ actividades, y los recursos necesarios para
efectuarla, con el objeto de obtener eficeatemente el objetivo propuesto. Por ello,
Ackoff-Sasieni, proponen designarlos como problemas de coordinacion agregando que no
obstante se los conoce vulgarmente por el nombre de las técnicas empleadas para solu-
cionarlos: Pert, camino critico, etc.
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I. PLANIFICACION

1. Listado de tareas

Definido claramente z| objetivo que se desea alcanzar, se establece el
conjunto de tareas que deben realizarse para alcanzarlo. Es decir, se establece
la “Lista de Tareas”. Aqui debemos hacer referencia al rol de la escala en la
presentacion del fendomeno.

Todo el proyecto podriamos considerarlo como una {inica gran tarea,
Si la analizamos podremos cztectar grandes actividades parciales componentes.
Profundizando el anilisis pocriamos determinar un nimero mayor de actividades
elementales. Surge enlonces I pregunta:

;Hasta donde debemos ir en los detalles?

Como norma general ¢zhemos tener en cuenta que el analisis del proceso
total nos debe llevar a unz divisiobn en tareas que nos permita controlar los
acontecimientos intermedios que ‘‘realmente” deseamos controlar, es decir:
lo que deseamos controlar nos indica hasta qué detallesdebemos incluir en la red.

No debemos olvidar cue un aumento continuo del niimero de tareas
nos llevard a “tener en cuenua todo” pero lamentablemente a una situacion en
que su utilizacién ya no es cimoda.

El aumento de detalles aumenta la complejidad de la red, y no siempre
su utilidad operativa.

Puede decirse, a titulo indicativo, que no conviene incluir tareas cuya
duracion sea menor del 5 % del tiempo total del proyecto estimado “a priori”.

Puede ser que después de su primer planeamiento la importancia de
alguna sucesidon nos indique b conveniencia de una mayor division.

Por otra parte, una tzrea parcial puede ser muy delicada, de responsa-
bilidad de un sector especializado. Es deciy, puede ser la tarea total de un grupo
y éste, para su mejor cumpiimiento, estimar conveniente analizarla como si
fuese un totalidad. Dicha tarez daria origen a una subred donde se puede aplicar
el mismo criterio de subdivisicn.

2. Se establece el orden logico de realizacion.

Algunas tareas necesaramente deberan hacerse en secuencia. Otra u
otras exigen la realizacién de una o de un conjunto de tareas que le son previas.

Otras en cambio permitirian su cumplimiento simultineo. Es decir, en
general, toda tarea tendra tarzas preoedentes simultineas y otras que la con-i
tinuaran.

»Cuando examinemos una tarea nos convendra establecer su dependencia
de otras. Asi iremos construvendo “‘eslabones” que luego, reumdos, nos darcn
el diagrama de flechas, nuestro tablero de juego

Para ello debemos temer en cuenta qué tareas deben necesariamenis
hacerse previamente, cuiles necesariamente después, y cudles pueden realizars:
paralelamente.

Creemos muy conveniente empezar por las ltimas, o dltima, e ir
analizando el proceso hacia adelante, puesto que es el objetivo final quién
nos servira siempre de guia.
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Llevardo a un grifico este orden loégico, habremos construido la red
que nos dard una vision clara de:

-la secuencia de tareas;

-sus mterrelaciones.

Se ha dicho que el trazado de ese diagrama, o sea. de esa representacion

graficadel plan, yale daa la organizacion del 60 al 80 % d= la utilidad de todo
el trabajo de anilisis.

3. Elementos del diagrama de flechas. (Solamente son tres).

1) eirculo para representar los acontecimientos;
2) flecha llena para tareas o actividades;

3) flecha de trazos para las tareas ficticias.

4. Definicion del acontecimiento.

Es un irstante en el tiempo. ficilmente identificable. <

El comiznzo de una tarea es un acontecimiento. La finzslizacion también.
No ozstante un acontecimiento de la red puede significar qus se han finalizado
varias tareas, o que pueden comenzar varias. :

Al acontecimiento también se lo puede llamar nodo. elapa. sucesn. hito.

5. Tarea o actividad,

Es el trabajo que debe realizarse. Su realizacién nos conduce de un
acontscimiento a otro y consume recursos y tiempo.

En realidad, el tiempo es un recurso y lamentablemen:s siempre escaso
para quien debe realizar. Al decir. . . “consume recursos y tiermpo™, enfatizamos
la importancia de este recurso que tan a menudo es olvidado por todos aquéllos
que deden actuar en el quehacer econdmico.

En algunos casos el “trabajo™ no es sensible pues mo requiere otro
recursc que tiempo. Es una tarea de espera. Tanto a uno como a otro se lo
dibuja mediantz una flecha llena.

En otros casos, ni siquiera requerird tiempo, su inclusién como actividad
la tenemos que hacer para respetar la construccidn logica e Ia red. Estas
actividzdes que ni siquiera insumen tiempo se denominan actividades ficticias,
Su representaciéa es una flecha de trazos. '

6. Representacion grafica y simbélica de actividades Y acontecimientos.

Las activicades estin representadas por flechas. Cada flech= tiene su origen
én un acontecimisnto y su destino en otro.
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Es decir que una tarea queda perfectamente identificada por su nodo

origen or su nodo destino. _ 2 _ s .
; L)z(l FI,cmgitu{i de la flecha, asi como su orientacion, no tienen ningun

i iencias
significado especial. Se los elige teniendo en cuenta solamente las conveniencia

del dibujo. o W J
EriI general, con i nombramos el acontecimiento inicial u origen de la

actividad. Con j al final o destino. s
En consecuencia la tarea, quedara ldennﬁ.cada. como (r._ 7). <490
En cuanto a la duracion de la tarea (tiempo necesario para realiza

' ici ili i rmal, de costo menor, que
con f;. Inicialmente utilizaremos el tiempo no :

denominaremos con Dj;. S PR
La idenr.iﬁcaciénf de las actividades por sus acontecimientos inicial (i)

i i esar-
.y final (j) permite mantener el anonimato de los trabajos cuando dt’,l.;;:u3 g::o o
se fuera del nivel decisional. Esto es importante para conservar Lo
mercial, y aln mds evidente para mantener el secreto militar cua

de operaciones bélicas o que se refieran a la defensa nacu_ma_l. il
La numeracion de los nodos se hace luego de dibujar la y

calcular el camino critico.

7. Heglas fundamentales a observar.
1. Cada tarea debe figurar una y solo una vez en el diagrama. 1
2. Un acontecimiento es alcanzado sélo cuando todas las actividades

que a él concurren se han realizado. g
3. Ninguna actividad puede comenzar antes de que su nodo

haya sido alcanzado. il b bt
Las reglas 2 y 3 se pueden resumir en la siguiente expresion. Nuﬁgurai;
actividad puede comenzar hasta que todas las actividades precedentes hay

concluécias reglas deben observarse para dibujar como para analizar el diagrama.

i nto
4. Un acontecimiento solo puede prc!duf:u'se una so‘lia viz. E:géligetae“o
no pueden representarse circuitos como el indicado. (.Iuan 0 s aI[J i un,ermr
es consecuencia de una mala planificacion de las tareas: en general,
al establecer las dependencias de las tareas.

2 & o
5. Todo acontecimiento tiene por lo menos una tarea que a él llega ¥y
una que en él tiene su origen.
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Sélo el inicial no es destino de ninguna tarea, y solamente el Gltimo no es
“rigen de ninguna actividad.

.. Reglas convenientes de observar.

Que las flechas no se corten.

. Que se mantengan rectas.

. Que difieran poco de lomgitud.

. Que se dirijan de izquierda a derecha.

5. Que los dngulos entre flechas que emergen o arriban a uz nodo
"an grandes.

Estas reglas permiten obtener diagramas mads claros. Es evidente que el
5 cumplirlas no introducird ningn error logico en la red.

i

", Uso de actividades ficticias.

~ Hemos dicho que las utilizaremos para mantener la construccion logica
we la red.

Caso I: Dijimos que una tarza debia quedar perfectamente identificada
r su origen y destino.
Luego no seria logico hacer l= representacion siguiente:

A

'gs tanto la tarea 4 como la B tendrian origen y fin iguales.
Impedimos este inconvenientz mediante una de las representaciones
uientes:

o bien

Caso 2: Si tenemos el caso siguiente

Tarea Depende de

D AyB
B = AyB
F A,ByC

10N

seria un error loégico efectuar la representacién siguiente:

pues ello indicaria que las tareas D y E solo pueden comenzar cuando también
haya terminado la C. 3

Para respetar estrictamente las dependencias, debemos recurrir a la siguien-
te representacion:

10. Construccion de la red.

Con la lista de actividades en la cual hemos agregado las dependencias
(las precedentes de cada tarea), podemos dibujar la red. Introduciremos las
actividades ficticias necesarias para mantener la construccién logica.

Sea el ejemplo siguiente:

Depende
Tarea inmediatamente Duracién
de
A - 5
B A 4
C A 3
D B,CyF 1
E GyH . 2
F G 6
G A,KyH 7
H - 4
1 - 10
1 IyL 5
K A 2
L G 1
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Utilizando las reglas explicadas puede ficilmente dibuj
: e dibu -
traremos més adg]antc (pég. 105) el diagrama de flechas que -E?ifl 12 ::d.bl_ipcon
tiempos de duracion cuya determinacién veremos después. Ty

10.1. SO DEL DIAGRAMA DE PRECEDENCIAS

Si bien no es imprescindible, su utilizacién facilita el trazado de la red
o deEs I‘:jamb‘len un grafe. En _él: lc_)s circulos representan tareas y los aarr:o-
s dependencias. Por razones didicticas utilizaremos rectingul :
circulos, para representar a las tareas. £ T
Colc_aca.nclo A, hacia la izquierda de nuestra hoja, podemos inmedi
mente ubicar B y C puesto que dependen imnediata.n':ente de a 3:1?8 R
Razonando anilogamente podremos obtener la siguiente repre%entaac;ién-

Observando el diagrama podemos determinar i
:_;’.:mndantes. En efecto, G depende de K y ésta de A, po:'also ?;ftt‘;}ngeg:mn;upe}‘-
directa de' G con A esti de mis. En consecuencia, podemos t’.ijminpe jesin
(A, G). Idéntico razonamiento nos permitird eljmi.na,r el arco (H, E) e
" IoAtt:lemas, obse-.rva@os que las tareas A, H e I no tienen precedentes.

anto se ubicarin hacia la entrada de la red. Igualmente.las ta
J vy E no preceden a ninguna; luego s ubicarin hacia la sa]jda,. ik

10.2 TRAZADO DE LA RED

Ubicamos A, H e I a partir de un mismo origen.

A partir del destino de la tarea A. g
r - @presentamos las B
para realizarlas debemos haber efectuaco la anterior, AR
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I

Como G depende de las tareas K y H, ya representadas. lzs haremos con-
currir a un destino comin que seri origen, al mismo tier=po. de la tarsa G.

Representada la tarea G, ya podemos indicar las tareas F.EvL

Representadas las tareas B, C y F podemos dibujar lz flecha correspon-
diente a la tarea D. Como B y C que tienen origen comun concurririan también
a un destino comiin, hacemos uso de un nedo ficticio y de unz tarea ficticia.
De ese modo lograremos identificar a las tareas By C con pares diferentss de
acontecimientos.

Como I y L estin dibujadas, podemos representar laJ. Lestarsas D, E y
J las vinculamos a un mismo destino; ese destino final, noco szlida de la red,
representa el acontecimiento final, instante en el tiempo cue significa haber

alcanzado el objativo propuesto.

11. Numeracion de los acontecimientos (Regla de Fulkerscn).

Los nodos los dividiremos en cuatro sectores a los sfecios de fadilitar
los calculos. En el sector inferior colocaremos el numero del nodo.

Nota: Por ahora y para facilitar el dibujo prescindiremcs de tal division.

a) Al origen de la red (nodo inicial, nodo de ingreso) ls asignamos el

nitmero uno (1).
b) Se “eliminan” las actividades que en él tienen origer.
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) Przsentan sus nodos origen y destino.

J

¢) Se considera el subgrafe,
de entrada se le asigna el nimero.2.

d) Se “eliminan”

0 se i impli y
a la nueva “red simplificada”. A su nodo

los nodos numerados y las tareas que de ellos parten

e) S i
< H SiI)n Flﬂiogs:‘(,ie;ia ffl n.ue_vo subgrafe. Aqui se presentan dos entradas a la
i plificada™. Es indistinta su numeracién. Colocaremos entonces, arbi
amente, un 3 al origen de la ficticia Y un 4 al origen de G i o

l 0OCeso se reitera ha.sta numerar e] a
COnteC‘lmmlltO ilﬂal Sa.]ld
led). IIOCEdlendO de ese mcdo\ se thEIldIa la SlgUlente numeracion

En adelante podremos referirnos a las tareas por el par de digitos que re

Tareas (i, )

1-2
26
2-3
6-8
58
56
4-5
14

TOTMHmONW»

10+

Tareas (i /) (continuacion)
1 1-7
I | 7-8
| K | 24
| L : 5-7
| fictia | 36

Nota: No es imprescinézle efectuar la numeracién de los nodos variando
los valores en una unidad.

Muchas veces resultz co-veniente dejar intervalos sin utilizar. Asi podria-
mos haber utilizado 10, 20, 32, etc. Ello nos permitiria agregar alguna tarea que
en nuestro andlisis inicial hzhiéramos omitido sin necesidad de tener que
efectuar una nueva numsracon.

12. Calculo del camino critico.

12.1. CUENTA ASCENDENTE

Definiremos previarmen:z algunos conceptos que nos serin de utilidad

para su perfecto entendimiec:o.
: Dijimos que un accnteamiento sé produce (tiene lugar) cuando se han
realizado todas las tareas que 2 él concurren. Definiremos con fecha temprana
del acontecimiento a la detsrminada por la finalizacion anticipada de tales
tareas.

Este concepto nos permitira ir estableciendo las fechas tempranas de
todos los acontecimientos.

Si hacemos uso del “tiemipo relativo”, empezando a computar las fechas
desde el instante en que se ccmenzarian los trabajos, es evidente que el nodo
inicial de la red tendrd ccemo fecha mis temprana, el valor cero. O sea, 17=0.

Para ubicar las fechas :empranas de cada nodo utilizaremos el sector
de la izquierda,

De acuerdo con lo visto. ia red serd la siguiente:
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Sobre los arcos hemos indicado las duraci ] -
s raciones d : -
como es ficticia, tiene duracién nula). fEE e 35,
Como la tarea 1-2 comienza en fecha 0 i
) y dura 5, lo més tempran
puede finalizar es en fecha 0 + 5 = i ‘ o
i | 5 = 5. Dicho valor lo colocamos sobre 1a punta

Anilogamente podemos valorar las
¢ e
W el puntas de las flechas que se originan

5 para 1-2
4 para 1-4
10 para 1-7
La presentacién del acontecimiento 2 sélo depende de la realizacion de

la tarea 1-2. Luego éste nunca podia producirse, antes de la fecha 5; es decir,

su fecha temprana ¢} serd 5 (Este v: ]
del nado 2). p 2 (Este valor lo colocamos en el sector izquierdo'

Ahora estamos en condici
ciones de v
Sods 0. de valorar las flechas que salen de este

Obtenemos asi:
5+ 4 =9 para la 2-6
5+ 3 =8 para la 2-3
5+ 2 =7 parala 24

El nodo 4 sél a i
s o serd alcanzado cuando se hayan realizado las tareas
La 1-4 puede terminar no antes de 4
y la 2-4 no antes de 7. Es evi
entonces. que la fecha temprana del acontecimiento 4 serd 7, es dfe{:ir{::t‘gdinf;3
Reiterando este razonamiento podemos obtener el resto de las ‘}echasl

tempranas de los nodos*. g indi :
modpo. nodos Los célculos quedan indicados, en la red, del siguiente

Il

* Compare el razonamiento que acabam
i os d il a
del camino de longitud mdxima (pags. 47 y 48).8 e R L i
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La fecha temprana del nodo final nos indica el tiempo minimo necesario
para alcanzar el objetivo propuesto, es decir, la realizacién de todo el proyecto.

En otras palabras, terminada la cuenta ascendecte habremos obtenido
la fecha temprana del acontecimiento final o sea tendrzmos el tiempo minimo
Ze cumplimiento del conjunto de tareas que definen el oroblema.

Si hubiésemos cometido algin error, éste quedar visualizado al realizar
% terminacion de las fechas tardias mediante la ““cuenta cescendente”.

12.2. CUENTA DESCENDENTE

Imponemos como fecha tardia del nodo firal al mismo valor de su
facha temprana. '

Es decir:

n=1n=21

Esto significa pricticamente que si es posible alcanzar el acontecimiento
final en facha 21, no admitiremos que aquél pueda producirse ni un instante
Zespués.

Corsideremos ahora todas las tareas que tienen como destino al nodo
final. Estzs son las tareas 6-8; 5-8 y 7-8.

Si nos preguntamos cudl es la fecha en que a mis tardar debemos comen-
zar tales tareas para nmo perturbar la fecha tardia del nodo final, resultardn
ficilments los siguientes valores:

20 para la 6-8, pues 20 + 1 =21
19 para la 5-8, pues 19 + 2= 21
y 16 para la 7-8, pues 16 + 5 =21

suede verse que tales valores estin dados por la difersncaa entre la fecha tardia
¢el acontecimiento final y las respectivas duraciones, 0 sea:

I;I; = D,‘;‘
Estos valores los ubicaremos en las colas de las flechas representativas
ée las tareas. Asi obtendremos:

Como el acontecimiento 6 es origen de la tarea &8 Gnicamente, y ésta
2 mas tardar debe comenzar en fecha 20, resulta claro que la fecha tardia
el nodo 6 debe ser 20, o sea £ = 20.
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El nodo 5 ain no podemos considerarlo por cuanto es origen también
de la 5-6 y de la 5-7 cuyos comienzos tardios (valores de cola) todavia no
hemos determinado.

En cambio al nado ~ si lo pcdemos poner ¢ = 16.

Ahora podemos Ceterminar lcs comienzos tardios de las tareas 5-6 y 5-7.
En efecto éstos seran raspestivamenta:

5, —Dss =20—6= 14
f_:-_Ds-l'z 16 —1=15
Es evidente que para roder comenzar las tareas que se inician en el nodo 5,
éste debe producirse a mds tardar en fecha 14, que es la menor de los comienzos
tardios de las tareas que en £l se inicizn.
Luego:
1% =14
Repitiendo el proceso obtendremos las fechas tardias (r}) de los restantes
nodos. Los cilculos quedarizn indiczdos en la red, del modo siguiente:

La fecha tardia del accatecimiento inicial debe necesariamente ser igual
a su fecha temprana. Es decir-
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8=l =

Este es el primer slemento de verificacion del calculo efectuado. '
En consecuencia. podemos ya tabular las fechas tempranas y tardias de
cada acontecimiento.

i A s
1 0
2 5 5
3 8 20
4 7 7
5 14 14
6 20 20
b 15 16
| 8 21 21

13. Reglas practicas para el cilculo de los t° y t!

La fecha temprana de un acontecimiento queda determinada por el mayor
valor de punta de las flechas que en él tienen su destino.
Ejemplo:

La fecha tardia de un modo esti dada por el menor valor de cola de las
flechas que de él parten.
Ejemplo: {6

Simbolicamente: Si definimos con Uj al conjunto de arcos incidentes
sobre el nodo j.

=0
5= mkéx. (tx + Dxj) ¥V (k, DE Uj
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Anilogamente, representando con Uj j
: _ on U; al conjunto de arcos que ti
el mismo origen i: : L

= m’l;n. (1) — Dix) VY (i, keU"

= S i,
gendo: £, = rg

14. Indicadores de errores.
a) Para el nodo origen debe resultar 1§ = r} = 0

b) Para cualquier nodo debe cumplirse que ¢ < ¢}
Tue I i » puest
1z fecha temprana puede ser mayor que la fecha tard‘{a. T

Si cualquiera de esas condici A
! iciones no se cumple, serd evidentement
error de cilculo. v e

Simbélicamente:
g Vi=1..:.n

15. Nodos del camino critico.

Los nodos del camino critico son aquel i i
quelios que tienen iguales ambas
fechas, tanto la temprana como la tardia. ¥
lsiundboﬁcamente: # serd nodo del camino critico, si ff = ¢},
videntemente que tanto el origen de la rec como el nodo fina
coa esta condicion. e

En n_uestru ejemplo son los siguientes acomtecimientos: 1, 2, 4, 5, 6, 8.

16. Tareas del camino critico.

lIias ta.l'ea:;1 criticas son aquellas que tienen mazrgen total nulo.
emos dicho que una tarea cualquiera la simbolizarem
actividad (7 — ). g
gl[g significa que tiene origen en el acontecimi=nto /, y destino en el nodo j
ada nodo tiene un intervalo de variacién temporal limitad '
o por su fi
temprana ¢° y su fecha tardia ¢'. ' : e b
El tiempo maximo que dispondriamos para realizar la actividad i — j seria
en consecuencia, ! — ¢? la dif i i ,
: : tj i» O sea, la diferencia entre Ia fecha tardia del nodo
destino menos la fecha temprana del nodo origen.

i El margen total de la tarea i —j se define como la diferencia entre tal
tiempo maximo y su duracién:
En simboles:
Spat | ol et
MTy=tj =t —Dy=1t; = (% +Dy)

Su interpretacion gréfica es la siguiente:
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4%ty ¢ 4!
: & { : | 1 : =
(] ] 1 D > d MT&J. t
e e gy

| |
En consecuerncia, nos resultard facil calcular los margenes totales de las
actividades incluidas en nuestra red.

Tarea 1 t Dy  MTj
12 0 5 5 0%
14 0 4 3
17 0 16 10
2-3 5 20 3 12
24 5 7 2 0*
2-6 5 20 4 11
36 8 20 0 12
45 7 14 ) 0*
56 14 20 6 0*
57 14 16 1 1
58 14 21 2 5
68 20 21 1 o*
7-8 15 21 5 1

La sucesion de tareas criticas’nos da el camino critico.

Para nuestro ejemplo el camino critico es unico y esta formado por las
tareas (1-2), (2-4), (4-5), (5-6) y (6-8), es decir solo cinco tareas condicionan
la duracién total del proceso.

Si en cambio hubiéramos tenido como duracion de la tarea C, el valor 15,
o sea si Dy3 = 15, se habrian obtenido dos caminos criticos.

1°) (1-2), (24), (4-5), (5-6), (6-8);

2°) (1-2), (2-3), (3-6), (6-8).

El lector puede facilmente verificarlo.
17. Observacion.

Todos los calculos pueden hacerse directamente sobre el diagrama de
flechas. Asi habriamos cbtenido lo siguiente:
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Entre paréntests hemos indicado los mdrgenes totales de cada tarea.

" Eefo:zando las tareas cuyo margen total es nulo, visualizamos el camino
critico*,

18. Error frecuente.

Suele encontrarse en la literatura algunas definiciones que inducen a
error.

) Asi por ejemplo, podria leerse la siguiente: el camino critico esti deter-
minado por los nodos criticos.
Es decir no hace mencién al margen total de las taress.
Si bien es cierto que las tareas criticas vinculan siempre nodos criticos

lo TECIproco no es cierto. O sea, las tareas que vinculan nodos criticos no
necesariampente son criticas.

Asi en el ejemplo siguiente:

* Cuando se procedie al cdlculo manual de redes mas ¢ ;-
i ) ompleas, hemos encont
muy conveniente efectuar 1odos los cdlculos sobre un “transparentz™ superpuesto a?ar::;
Ademas hemos visto la comveniencia Fle utilizar colores diferentes parz las cuentas ascenden:
tes y descendentes para indicar los margenes calculados.
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el lector encontrari que todos los nodos son criticos, pero que el camino
critico estd formado solamente por las siguientes cuatro tareas: (1-2), (2-3),
(3-4) y (4-5).

Recordemos una vez mads:

El camino critico esti formado por la sucesion de tareas
de margen total nulo.

Il. PROGRAMACION

19. Concepto.

El programa surge del plan, cuando a éste se le aplica un marco temporal.

Con el andlisis de la red de planeamiento (diagrama de flechas) hemos
obtenido el tiempo minimo necesario para concretar el proyecto.

Para efectuar la red anterior habiamos dividido el trabajo total en tareas
elementales, que analizamos individualmente. Es decir, conociamos las res-
puestas a:

iQué ... hacer?

;Quién ... la hace?

;Cudnto tiempo llevard (probablemente) realizarla?
{Cémo hacerlo?

No conociamos cuindo debia hacerse. Solo sabiamos que una tarea ele-
mental debe hacerse . . .“antes de”. ..y .. .“después de”... otra tarea.

El anilisis de la red de planeamiento, al permitirnos determinar las fechas
de los nodos, nos ha permitido mejorar la respuesta.

Ahora podemos decir: no antes de tal fecha, ni después de tal otra.

El proceso de programacién hard atn mis. Le dard una fecha de iniciacion
y otra de finalizacién. En consecuencia se podrin ubicar claramente en un
diagrama temporal que nos servird, en fase operaiiva, como elemento de control.

20. Slacks de los nodos.

Hemos visto que salvo los nodos del camino critico (rigidos), los
acontecimientos tienen dos fechas (una temprana y otra tardia) de valores
diferentes. -

Es decir, un acontecimiento genérico estard representado por el nodo !
caracterizado por dos valores 7 y }. Por lo tanto, probablemente ocurrir:
en el intervalo ¢z} — 17, denominado slack del-nodo i.

Para ubicarlos en un diagrama temporal debemos tomar alglin valor d«
dicho intervalo. -

O sea, si representamos con #; a la fecha programada del acontecimiento «,
resultara:

2<6,<t



Si utilizamos el extremo tardfo f}, una demora en su ocurrencia sera
“tardfamente” detéctada ¥y las acciones a tomar serin tardias también y de
eficacia dudosa,

Nuestra accién no serd mis que un paliativo de las demoras que se
bropagarin, como perturbaciones. al resto de la red.

Si tomamos el valor mis temprano £}, cualquier demora en su produccion
nOs permitird accionar pz-a reducir la influencia de la perturbacion, es decir,
adoptar una accién correctora eficaz.

Luego tomaremos Lis fechas tempranas de cada acontecimiento para
ubicarlos en el calendaric. o sea: '

5o =i 40 '
-..;v—fi, V-;_'l!---,ﬂ

21. Confeccion del programa.

Es aconsejable ubicar primeramente el camino (o caminos) critico que
no admitiendo “ningtin Juego” se dispondra rigidamente en e| tiempo,

Luego se ubicarin los nodos no criticos (slacks no nulos) tratando de que
permitan un trazado cémodo de las tareas que los vinculen.

El programa resultants seri nuestro programa de partida. A &l le impon-
dremos las restricciones dadzs por las disponibilidades de Tecursos y, si alguna

22. Reglas a observar.

1) La longitud de las flechas es igual a su duracién.

2) Los espacios entre nedos vinculados por la tarea se marcan con flecha
llena, de longitud igual a Ia duracién de aquella.

El espacio remanente con una flecha de trazos (no es necesariamente
una larea ficticia). Esta flecha de trazos visualiza el orden logico de realizacién,
marca las interdependencias.

23. Reglas convenientes de observar.

1) Las flechas deben dibujarse (las llenas y las de trazo) horizontalmente.

2) Cortar la punta de las flechas on un trozo vertical. De ese modo resul-
tard perfectamente visible la fecha de finalizacién de la tarea en cuestion.

3) Como los nodos vinculados POr una tarea no estarin siempre situados
sobre una misma horizontal, es conveniente continuar la flecha (llena o de
trazos) siguiendo la vertical que pasa por el acontecimiento destino (o iniciarla
siguiendo la vertical del origen).

24. Aplicacion.

De acuerdo con todo Io anteriormente expuesto seri fécil para el
lector dibujar el programa inicial resultante para el ejemplo que se viene

114

ar[ahzallll“ ["le]“l! }'II,(:]H[IU titulo < Iefele!l L & dlagma COITES-
S l e hd lt l d ClL

pondiente:
e ol . | .
Ll A = N ]
o] el (L S ! |i ‘ |
D
= 5k L8 B ¥y v
| e = k
q E _.|__' b2 gy L
H i |iJ [‘
e S 7 I |
5 7 me | ,
rs | 17 zal2s
9 |ro | 12|13 |14 |15 ,=.1r.[fa |
iy g 9 fto H 12 I3 12 15 {6 (T 18 1§ 20 21
? -

o1 2 3 # 5 8

Aqui corresponde hacer Ja siguiente adara?i?é ac
fechas tempranas, el espdcio que nos queda en e ueg;; e
duracion Dj; no serd el M.T. sino otro margen q
nido por: L
ML=t — —D;=1t; —( i)

.Asf, por ejemplo: d
MEyz=15—"0+=10=9

=1

ML,g=21—15— 5 ;

MLS']' == 15 — 14 — 1
Si recordamos que M.T.;; = t} — (] + D) y que=
Si=tj =4

resulta evidente que:
MLj; = MTj; — S;

Su interpretacion es sencilla:

tf;ﬂ td’.'

come hemos elegido las
2 luego de ubicar la
mina libre. defi-

i f £
" i Dij ML

is ade
1 ML. hablaremos mas adelar L
de 1035 (::;:g:nes de las tareas en el anilisis de altermativas 04

: tzr sobre la importancia
b r Anexo 1).
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25. Resumen

ambas duraciones; €n cambio sobre

E no si ru.ﬁc p e 1“1& 1Zacion
g aria ﬂ.l.ngl.ma EIturbaCIDll SOb!e la fEC.ha ESt!mada d !

del proyecto.

26. Factibilidad.

dad se manifjesta,

Asi, por ejem
, plo, veamos [3 *¢ a ia"”
En[ el grifico Siguiente indicaremos ]arg S
yla ;e.sulltant’e total: los valores son Supuestos
L el grafico tuviera ef aspecto in .

sstudiar los periodos 6, 7 ¥ 8 pues dicado nos verfamos en la necesidad de

en ellos I disponibilidad es superada.

i16

iari

A= RN S e Py

' 1
0]

15 16 17 18 19 20 21 -1

e

R A R T S R s R e

Una solucién que se zos presenta seria desplazar, por ejemplo, la tarea C
hacia los periodos 11, 12 v [3.

Evidentemente eszz cilculo debe hacerse para cada clase de recursos; no
obstante la mayoria de Ias vaces bastard hacerla para los recursos que aparezcan

como “mas escasos’.
Supuesto que el prozama inicial, o alguno de los reformados, satisfaga

las condiciones de factioilicad, se convertird en un programa factible y por lo
tanto podrd entrar en lz etzoa de ejecucion

I1l. CONTROL

27. Concepto.

Una vez definido & programa a realizar, pasamos a la etapa de ejecucion.

Dado que los factores que condicionan el proyecto (humanos, financieros.
materiales, etc.) son muy umeroscs. es posible que a medida que se vayan
desarrollando las operaciones aquellas sufran modificaciones sensibles.

Recordamos que el provecto esid caracterizado por un objefivo que debe
alcanzarse en el futuro.

Luego es necesario efeztuar un segnimiento de la realizacion con el objeto
de comprobar si la realidad ccnfirma o niega las previsiones.

Pero el seguimiento gze nos permitira constatar las modificaciones con
respecto a las previsiones no es parz darnos solamente un conocimiento de
adelantos y/o atrasos. Debe por el contrario servirnos para accionar, la mayoria
de las veces, a fin de orentzr el desarrollo de los trabajos.

Asi la deteccion de izes perturbaciones nos indicard la conveniencia de
desplazar recursos, por ejemzlo, de lzs operaciones que estin avanzadas hacia
las que estin retrasandc y zoniendo en peligro la consecucién del objetivo.

Asi, por ejemplo, iz presencia ¢z huelgas puede llevar a la necesidad de
realizar trabajos con horzs ettras a fin de recuperar el tiempo perdido; asi las
varjaciones en los precios de los materiales, o reajustes financieros.

Cuando realmente se produzcan desvios importantes con respecto a lo
previsto es probable que debzmos revisar el proyecto. Es cierto que a esta altura
del proceso, existirin ya pzte de actividades realizadas y se conocerin las

modificaciones ocurridas.
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Dado que :
proyecto se qha diarrt:fefii ;assét!?}re]as eoten realizadas, la mueva definicién del
A a parte restante i £
genera(]jmer_ite. un periodo mas corto. Y, PoF 1o Hato (ilon,

on respecto a la frecuenci
a con que debam
e ; ‘ os efectuar un

e r(::] proceso, no existen reglas fijas. La experiencia indica que lac;)n trol d_e
: pecciones debe acentuarse a medida que nos a i ¥ e
miento final, proximamos al aconteci-

RESUMEN DEL PROCESO

28. Las etapas hasta ah i
. ora vistas .
diagrama: podemos representarlas mediante el siguiente

P T T e

CONCERCION
Q&L
PLAN

CALCULD
; DEL
CAMING CRITICO

FASE DE
SIMULACION PEOSRAMA

CALCULO
oF
FACTIBILIDAD

it ﬁ‘

PUESTA
EN
OPERACION

CONTROL

FASE DE
EVECUCION

CoNTINUAR

BEVISAR %,._J
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ANEXO 1
MARGENES Y SLACKS

Ya conocemos las definiciones de marzzn total (MT) y de midrgen

libre (ML).

Existe un tercer margen denominado inde;

licamente por:

- )
M.I.,-f = f}? == I‘! =Dy = 5

Su interpretacion grifica es:

T

senciente que se define simbo-

3 (f__ = DU}

e & o

Slacks.

El slack de nodo i es el margen que pose2 sl acontecimiento i. Podemos

interpretarlo como el intervalo en el cual pu

y estara definido por la igualdad siguiente:

suceso puede producirse.
Lo simbolizarémos con S;

Si

cuyz interpretacion gréfica es:

=ds “moverse”, o donde dicho

=%

@..---o----....:-b.‘l
| 1
} /£ ] | i
0 A/ t‘_'o | £.1 £
—_

Si bien es un margen, usaremos la deno

minacion de slack a los efectos de

facilitar la distincion con los mérgenes de las tarezs.

Resumiendo:

1) Utilizaremos margenes (MT, IML, M1), para las tareas.
2) Utilizaremos el término slack (S), para los modos.

Expresiones simbolicas para margenes de tareasy slaick de nodos.

Con los conceptos expuestos podemos

simbolica.

Zafimirlos nuevamente en forme
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Observando e] €squema resulta muy fici] deducir |

L

=)

B

L‘:-b

o

1

1

I

1

I

I

:
Lo 8
| L)
Y.

N

o i S N

e .

2) MTy =4 — (8 +Dy)

b) MLy =) — @ + D))
= MT&- — S;'

C) M]jj

Observaciones:

Il

7 =@ +Dy
ML — &,

MT; - (5; +5))

S

S siguientes formulas:

1) Siempre se cumplirdn las siguientes desigualdades:

MT > ML > M

O sea.

MI <ML < MT

2) Puede suceder que

lo que nos darfa un MI
Los valores negati

€n contrario,

=]
=t <Dy

Graficamente:

s
— AL

ij < 0 (negativo),

VOs de ]03 MI lOS COI!SldBIaJIIOG ]1L]0'S SaI\O mencion

SRy
<

Utilidad de los margenes.

Si durante !z simulacién, y al considerar el progrzma obtenido, resultara
conveniente recucir los recursos asignados a una tarza (i, j) permitiéndole
aumentar su duracidn, se alterardn en general todos los mérgenes de las activi-
dades precedentes W sucesoras, con las siguientes excepciones:

1) Si aumentamos la duracién de (i, j) hasta un valor tal que Ml;; = 0,
no se modificardn Jos slacks (ni siquiera el de i ni el dej) ni los mérgenes de
ninguna tarea prewia ni posterior. Solo se modificarin los mdrgenes de la
tarea (i, j).

Esto Gltimo puede visualizarse sobre el esquema de slacks y mirgenes.

En consecusncia podemos decir que: el MI es el miximo aumento en la
duracién de (i /) cue podemos permitir sin afectar a ninguna otra, ni anterior,
ni posterior.

O sea: la perturbacién no se propaga; queda loczlizada en la tarea (i, j).

2) Pretender anular al ML de una tarea es imponer que €sta comience
en su fecha temprana. O sea, es imponer la nulidad del slack de su nodo
origen (acontecimiznto destino de las precedentes). En consecuencia, afecta-
riamos los mdrzenes de todas las tareas previas.

En cambio, mo alterarfamos para nada el slack del destino de la tarea en
cuestibn y, por lo tanto, no afectariamos a ningun: de las tareas que le
suceden.

En otras paiabras: la perturbacién se propagariz hacia el comienzo de
la red.

Por ello podzmos decir: el valor dado por el ML es el maximo aumento
que podemos otorgar a la duraciéon de una tarea sin afectar los mdrgenes

de las tareas sucesoras.

En etapa de =jecucion lo podremos absorber sélo después de haber alcan-
zado el nodo origer.

3) Si absor=emos el MT, anulamos tanto el slack del nodo origen como el
slack del nodo di=stino. Luego alteramos los mérgerss de todas las tareas

precedentes y sucssoras.
O sea: la perturbacion se propagard tanto hacia el comienzo como hacia

el final de la red.
Por ello podemos decir: el MT es el maximo aumento que podemos

darle a la duraciée de la tarea (i, /) sin afectar, solamente, a la duracion total

de proyecto.
4) Resumiemdo: la anulacién del Ml lo podemos efectuar en etapa de

programacién sin afectar el resto del programa calculzdo.
Si anulamos algiin ML de tarea debemos recalcular los mérgenes y los

slacks de las tarems y acontecimientos que la preceden.
Si anulamos algin MT debemos recalcular los slacks y los mérgenes de

todo lo que es prvio y posterior en secuencia.

Diferencia entre kzs fechas de las tareas y de los nodos.
Es necesario no confundir fechas de tareas con fechas de acontecimientos
atn cuando algunas de ellas tengan igual valor.
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A los efectos de visuzlizar bien su diferencia, haremos el

I

diagrama, de unz ta=a - cualquiera, i
- f . .. .
Jo T ot i ot
0 = - 1 1 1 1 T i
TErc~a, | H f=dgf
3 [P e HE T o
84 Toraio | | I-——__p.‘r : !
o i ' i
= I
3 -’-"-fi‘.-ﬂ?dfa'll ; i
I
1
i

Recordamos que 2n el dizzram
nos da la fecha de comiznzo, yla &
Vemos que el comienzo tis

a temporal la_ posicion de la cola de la flechz
¢ la punta nos visualiza la fecha de finalizacion
ne dos posiciones extremas: ;

(coincidente con la fecha.t
origen). emprana del nodo

—-Comienzo temprano = 7

— comienzo tzrdfo =t} — D;
Anilogamente para la finalizacién tenemos:
— final temprzno = r,-° +D;;

gv{iétﬁttardm,: I; (coincidente con la fecha tardia del nodo destino)
e tementz que tapto el comienzo como el final pueden OCI:I ar
Puegos:clonﬁf 'n'n.ennedms. seglin es observable en el diagrama anteri%r
| s sue \];erse Hm:ﬂmente qus para una tarea de MT = 0 no existe tal ﬂet-f-
, Jo . ubicacian temporal estd rigidamente determinada. Dicha situacior
estd representada grificemente en el diagrama siguiente: i

Q
g l=tif 42t
— — ¢
0 ' |
r .

Conclusion:

| Al estudiar czda tarea, dsbemos distinguir los siguientes conceptos.

)
Nodo !
g origen Nodo derms § L Margenes Comienza Fi i
= Fecha | Fecha | Fecha [ Fachy § f T
temp. | tardis g = iz 4 e
g | temp. | mrei 1 i Libre Independiente | Temp, | Tardis Temp | Tardle |
i " B n | i :
? i # e De [tf—2=Dp :;—(rhﬂ,_,l =t} + Dy § |f=bylh+D,
) g1+ Oyl 1 |
2l o 0 5 ‘ 5 5 T 0 '
Lis| o 0 15 s 10 B s : ; : 5 =
74 15 16 21 | ey G 3 1 . 3 8 oo
15 dtgillan [
Hemos tomado. a titulo ilusirativo, 3 tareas del ejemplo resuelto
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ANEXO 2
DURACION DE LAS TAREAS: SU ESTIMACION

Hemos visto que el proceso examinado partia de la concepcion del plan,
y que para ello, era necesario conocer la lista de tareas.

Entonces hi.imos notar el rol de la escala en la presentacién del fend-
meno, argumen:ando que la definicién del conjunto de tareas dependia del nivel
de penetracion adoptado.

De.ese modo definiamos las tareas elementales. Examinando luego a cada
una de ellas como una totalidad, podiamos establecer sus interdependencias y
estimar el tiempo necesario para realizarlas, es decir, estimar sus duraciones. Es
con respecto a esto {ltimo que conviene hacer algunas consideraciones.

En el ejemplo que se resolvid, supusimos que podiamos conocer las
duraciones como un numero cierto, o sea, sin incertidumbre asociada. Pero
esta suposicion es demasiado simplista. Ello podria ser aproximadamente
cierto en los procesos en serie. Sabemos que existen muchos métodos para
calcular tiempos en aquellas operaciones constituyentes de procesos seriados.
El ahorro alcanzzdo en una operacion €lemental, por pequefio que fuera
aparentemente, tisne gran significado economico precisamente por su condicion
de repetitiva. En cambio, a nadie extrafia (y ain hoy) que un proyecto
nuevo se realice insumiendo un tiempo de ejecucion muy superior al estimado.

Todo plan se refiere al futuro, y por lo tanto reviste el caricter de
aleatorio.

Como la certeza sdlo se refiere al pasado y las duraciones que las tareas
insumirdn son datos que utilizaremos en nuestra “penetracién™ del futuro,
... hoy sélo se podrin “estimar”.

Pretender conocer las duraciones de las operaciones futuras con certeza
es un absurdo; sblo las podemos conocer probablemente: sdlo podemos estimar-
las; los tiempos “ciertos” serian aquéllos que no tienen incertidumbre asociada.

Cuando se traten de operaciones conocidas, nuestra estimacién podrd
realizarse a partir de registros previos, estudiando la distribucion estadistica de
sus duraciones.

Afin en estos casos, la duracion puede desviarse fuertemente de su
valor promedio. Por ejemplo, la recorrida de rutina de un motor puede llegar
a insumir un tiempo mucho mayor que el acostumbrado porque durante unz
recorrida particular se pueden descubrir fallas serias en él.

Ademis se ha dicho que “la tarea tiene el habito de estirarse” a fin &=
utilizar todo el tiempo disponible. Por ello se aconseja examinar el contenidc
real de trabajo mis que verificar solamente el tiempo insumido.

Pero alin mis: de las tareas que constituyen el problema en exame:n.
no siempre disponemos de registros anteriores.

Asi, el disefio, el lanzamiento de un nuevo producto, el estudiar e imple
mentar las modificaciones de un nuevo producto, o la instalacién de nueves
sistemas y procedimientos, etc., contendrin muchas operaciones totalment:
nuevas, es decir, de las que no disponemos ninguna experiencia, de las que
ignoramos sus distribuciones.
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Si esto ya es evidente atin para aquellas operaciones que conocemos por

_v'berlas utilizado, es mucho mids evidente para aguéllas que son nuevas Tanto
mis para las tareas de un proceso de investigacidn.

. Precisamente, e? analisis de redes se aplica especialmente a las operaciones
nuavas, a las no experimentadas, etc., es decir, a tedas aquéllas cuyo conocimien-
to es genera!ment‘e pobre, aquéllas que estin rodeadas de gran incertidumbre

’ Nuest::o objetivo serd apreciar cudl serd el tiempo que probablemente.
seri necesario para efectuarla, utilizando recursos, ritmos normales, las moda-
ydadﬁ propias de los organismos que deben ejecutarla. Es decir, obtener alguna
idza sobre la distribucion de los tiempos de duracién

Generalmente podemos di estimaci
isponer de tres estimaciones i
el o . Una, la mis
_ Ta:_‘nbien una apreciacién optimista, (z,). si todo se realizara sin ningiin
inconveniente. Y otra estimacién pesimista, (1, suponiendo que todos los
factores adversos se presentaran, >
Para’cada tarea, _e_l analista debe formular tres preguntas del siguiente tipo:
bguﬁll es, a su juicio, la duracién mds probakle de la tarea?
¢Cudl la duracién minima, si todos los factore ispusi
) s se dispu =
i s pusieran favora

f;,Cual seria la maxima duracion, si las cosas se presentaran desfavorable-
mente?

El anilis’is de la red utilizando los tiempes probabilisticos, conocidos
como las técnicas P.E.R.T., hace uso de estas tres estimaciones, definiendo y
utilzando el tiempo esperado 7, y su varianza ¢2,. donde:

rc+4rm+;p
gt Ty e

2

~ _(rp_tﬂ)
2 = | ==
e 6

Puede 0b§ewarse que el tiempo esperado no es el promedio aritmético
de Ias tres estimaciones. Es un promedio ponderzdo donde el tiempo mis
probable “pe':;a“ 2/3, siendo el tercio restante la semisuma de los exrt)rernos

) Ta!t‘:s cilculos se basan en ciertas suposiciones sobre la naturaleza de la;
distribucion. Se acepta que tendra la forma de ley beta que es parecida a la de
Laplace-Gauss, pero acotada a derecha e izquierd:-_

A Frec.

to

Resumiendo: los tiempos operativos seguiran una ley de distribucion que
puede ‘ser conocida o no.

Cuando un trabajo se va a realizar por primera Vez, €$ imposible calcular
promedios y varianza a partir de registros previos, pues éstos, evidentemente,
no existen.

En estos casos se supone que siguen una ley Beta de Euler.

Como aplicacién, supondremos que para cada tarea del ejemplo que
hemos examinado, se han obtenido las tres estimaciones antes mencionadas; ello
nos permitira completar la siguiente tabla:

Tarea to b tp te o,
A 2 5,5 6 5 0,67
B 4,5 5 . 0,67
(6 2 2,5 6 3 0,67
D 0,5 1 1,5 1 0,17
E 2 1,5 4 2 0,33
E 0,5 7 355 6 1,17
G 3 6 13 7 1,33
H 3 4 3 4 0,33
I 8 9 16 10 1,33
] 3 4,5 ] 1,00
K 1 2 0,67
L 0,5 1 1.5 1 0,17

Nota: Se ha sugerido que’ las estimaciones de f, y de %,
se miren como reglas empiricas que facilitan los clculos.
Las aplicaciones han mostrado su utilidad.

Quienes analizan no deben poner sus estimaciones. S6lo deben motivarlas.
Estas tres estimaciones deben efectuarlas los responsables de los sectores que
deberan realizar, luego, las operaciones respectivas.

Es necesario también que se enfatice suficientemente que la “estimacion
de un tiempo”, no significa un compromiso por parte del estimador que poste-
riormente pueda traducirse en una recompensa o €n un castigo, sino que por el
contrario, efectuarla de acuerdo con su leal saber y entender, contribuira
eficazmente al logro de la mejor coordinacién de los esfuerzos de toda la
organizacion.

ANEXO 3
PROBABILIDAD ASOCIADA
A LAS FECHAS PROGRAMADAS

Con la introduccién de las tres estimaciones (Anexo 2), pudimos determi-
nar el tiempo esperado f,, es decir, la duracidon estimada de cada tarea. En
conocimiento de estos datos podemos aplicar integramente el proceso ya
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descripto. Asi. en base a los f, podemos determinar las fechas tempranas de
cada acontecimierzto que, con mayor rigor, deberemcs denominarlas “fechas
tempranas esperacas’.

A esta alturz del desarrollo podemos decir que 2l P.E.R.T. se refiere a
la técnica que tratz con la incertidumbre de los tiempos de duracion.

El reconocimiento de que los tiempos de duracién son distribuciones en
probabilidad, nos permite penetrar algo mds en la intimidad del proceso.

El problema gue primero nos ocupard, serd la detsrminacion de cudl es la
probabilidad de que el acontecimiento j se alcance en la fzcha 6;.

Para ello harzmos uso del “Teorema Central del limite™ que establece:

Dada una serie de variables aleatorias Xj, ..., X, cuyas varianzas son
0f,0%,...,0;; si sus variancias son finitas, si su suma crece con n, pero
de forma tal que el cociente:
o
—— >0  paran-—>
Zo} -

Zn —E (Zy)

0z,

la variable {, = donde Z, = Z E (X;)
sigue en el limite, una ley normal reducida, sean cuales sean las distribuciones
de las X;.

Cuando las variables X; siguen leyes beta, se puece hacer uso del T.C.L.
aiin con un reducico nimero de variables. '

Sintéticamentz, podriamos decir:

Cuando el nimero de variables aleatorias independientes es suficiente-
mente grande, su sumna sigue una ley normal cualesquiera sean las distribuciones
de cada una.

La variable aleatoria suma tendrd una esperanza igual a la suma de las
esperanzas, y una wariancia igual a la suma de las variancias de cada variable
sumando.

La probabilidad relacionada con una fecha programada 6, se calcula
mediante la variable reducida. '

y haciendo uso de I=s tablas de la distribucion normal.
Se ha establecado:

1) 0,4 <p(6)) <055
2) Si p (8;) <03

como limite de un riesgo razonable.

el peligro de fallar es muy grande y se requiere
efectuar una replanificacién

3) entre 0,3 y 0,4
4) 5i p (8;) > 0.65

se requiere un estudio cuidzdoso.

los recursos asignados sobre el camino que la
define son excesivos y se debe efectuar una repla-
nificacion
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donde p (6;) es la probabilidad de que la fecha de ocurrencia real f; del aconte-
cimiento j, no supere a ;, es decir, p (61) es en realidad p (¢ < 6;).

Aplicacion.

Recordemos que para el ejemplo tratado, el camino critico resultante
era g, = (1, 2,4, 5, 6, 8) cuya duracion estaba dada por 13 = 3 = 21.

En funcion de las tareas, u. = (A, K, G, F, D).

Si tenemos en cuenta que:

tarea te ' L
A 5 0,67
K 2 0,67
G 7 1,337
F 6 1,17
D 1 0,17

B=5+2+7+6+1=21
0js = (067 + (0.67) + (1.33)" + (LI7)* + (0,17) = 045 + 0,45 +
+1,77 + 1,37 + 0,03 = 4,07
. 0p0 = 2,01

Supongamos ahora que debemos firmar un contrato por el cual nos
comprometemos a finalizar los operativos, a concluir el proyecto, antes de una
fecha determinada. Sea 85 tal fecha. Es evidente que nos interesara tener una
idea de la probabilidad de no superar dicha fecha 6.

Luego, si con 8 representamos a la fecha programada del acontecimiento
final, la variable reducida correspondiente serd

ag‘_rg eg_'zl
28 = —

Uf: 2,0].

a) Si 83 = 21, evidentemente: zQ =0
y p(ts <21)=0,5

b) Si33=18 Zg=2_”‘=_l,49

p (ts < 18) = 0,0681
es decir: el riesgo de incumplimiento es muy grande.

L3
2,01

-3
1

L]

C) Si 68 =25 Zg = 1,99
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p (ty <25) = 09767 el riesgo de incumplimiento es inferior al 3 %
] S 25 =30 S )
i p (18 <1y <25)=0,9767 — 0,068] = 0,9086 la probabilidad
de ocurrencia fuera del intervalo (18,25) es inferior al 10 %.
e) Si imponemos que p (0g) = 0,95, resulta: Zy = 1,65

0s = 2,01 = 1,65 + 21 = 3,3 + 21 = 243, es decir. si imi
i _ 3, e , Si queremos limi-
tar el riesgo de incumplimiento a un nivel del § %, no deberfamos

comprometerncs a finalizar el proyecto antes de la f :
pricticamente 25, e

f) Si aceptamos que los limites de un riesgo razonable estin dados por
0.4 <p(6;) <0.65 tendriamos:
para p (tz3 = 65)= 0,4 > x3 = — 0,25
0sea B3 = — 201X 0,25 + 21 = 20,497 = 20,50 _
y parap (t; <63) = 0,65 > x}y = 0,39
de donde 63 = 2,01 X 0,39 + 21 = 21,78
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Finalizacion de tareas.

Para la e‘ficag administracion de los proyectos, conviene expresar lbs
resultiios en términos de tareas mds que de acontecimientos
si, el final temprano esperado de la t L 7): =
p area (i, j): Ff:, =t t 0y

con su vafiancia:
ﬂ';‘l_l_ = g? +- Cl'?_
i i ij
donde: 05 es la variancia de la duracion Dj;.
Si la fecha programada para la tarea (i, j) es agjj, la probabilidad de que

se rea.ﬁce antes o en la fecha programada, se obtiene computando la variable
reducida:
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Z =
a
F ?j
y haciendo uso de las tablas de distribucién normal.

Sintesis.

Hemos visto coémo puede calcularse la probabilidad de que un aconte-
cimiento se produzca antes de la fecha programada.

Cuinto mds cerca de | sea su valor, méis cerca estaremos de la certeza
absoluta. Para ello necesitamos que todas las tareas se desarrollen del modo més
favorable.

Asegurarlo es a costa de mayores recursos. En realidad es poner recursos
en exceso. O sea, compramos seguridad aumentando el costo.

Por otra parte, si la probabilidad es muy baja, estamos en una situacién
potencialmente peligrosa: en etapa de ejecucion puede llevarmos a tomar acciones
correctoras serias y/o continuas replanificaciones.

Entonces debemos llegar a valores de probabilidad que representen una
solucién de compromiso entre un riesgo razonable y una adecuada utilizacion
de recursos. Se ha establecido el intervalo 0,4 a 0,65 como ¢l adecuado.

ANEXO 4
COSTOS ASOCIADOS

Introduccion.

Identificado el camino critico y., la duracion del proyecto total que en
adelante representaremos con f, (fecha del enésimo nodo) estard dada por:

t. = I
R e
La realizacién de cada tarea (i, j) se hard a un costo directo ¢;;. Por lo

tanto, el costo directo del programa, C.D.P, resultara:

GUP. = . P Cff
Gpelv

Es posible que el responsable de su desarrollo estime que tanto la
duracién como el costo del proyecto son satisfactorios. En tal caso se habriz
completado el trabajo de planeamiento.

Sin embargo, puede suceder que la fecha de terminacion esperada result:
inapropiada. Asi, la disponibilidad de un nuevo producto podria resultar fuer
de oportunidad; la disponibilidad de un nuevo sistema de defensa del cua
dependa la seguridad de supervivencia de la nacibn puede hacer que unz
reduccion de ¢, tenga una utilidad “infinita”.

No es extrafio que en casos parecidos la industria trate de acelerar todo:
los trabajos para lograr reducir dicha duracion ¢,,.
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No obstante, sabemos ya que la reduccion de los tiempos de muchas
tureas no tienen ninguna implicancia sobre la reduccion de 1.

La reduccion de r, se logra reduciendo las tareas del camino critico,
Como generalmente reducir tiempos significa incrementar costos, tratar de
acelerar todas las tareas nos llevard a un costo total mayor que el necesario,
pues la aceleracion de las tareas no criticas serd, en general, un gasto inftil:
un despilfarro de recursos.

Precisamente aqui vuelve a manifestarse el gran valor del anilisis de
redes: la accion no la haremos indiscriminadamente sobre todas las tareas.
sino que. por el contrario, actuaremos selectivamente.

A continuacién daremos algunas ideas conceptuales sobre el valor del
tiempo ahorrado, asi como del costo del ahorro.

Generalidades.

El deseo de reducir £;; nos llevaria a pensar en las siguientes acciones:

a) Eliminar algunas partes del trabajo, aquéllas que no sean estrictamente
necesarias.

Asi podriamos reducir algunas operaciones de terminacion, quizi en
perjuicio de su calidad. Pero esto introduce otro tipo de riesgos adicionales.

b) Durante la definicién de las tareas elementales es posible que hayamos
despreciado la posibilidad de realizarlas parcialmente en paralelo y que le haya-
mos impuesto hacerlas totalmente en secuencia.

O sea, es probable que hayamos impuesto una estricta secuenciacion entre
una serie de tareas que sin embargo permiten cierto grado de solapamiento
(de paralelismo en el tiempo).

Pars tener en cuenta esta posibilidad debemos replanificar, rehacer
diagramas, célculos, revisar resultados. Esto implica mayores gastos.

¢) Aplicar recursos adicionales.

Se ha recalcado que no debe recurrirse al expediente de cambiar las
estimaciones de los tiempos operativos con el objeto de acortar un programa,
dado que las primeras estimaciones son mds confiables, pues las “nuevas estima-
ciones” se harfan frente a la “presion” de aquella necesidad. Su confiabilidad
seria menor.

Cuando se desee acortar duraciones habrd que tener presente la premisa
siguiente: “El tiempo se debe comprar”.

En general, los tiempos operativos ¢;; varian en funcion del costo de la
operacion y de tal modo que la aceleracion de una tarea se traduce en un
aumento de costos.

Relaciones entre t;; y cj;.

El costo ¢;; para realizar una tarea (i, j) depende del tiempo programado
Ui para efectuarla, de alli que podamos tener diferentes tiempos de realizacion
y por lo tanto costos diferentes.

Suponiendo que mediante un estudio del trabajo hemos eliminado todos
los esfuerzos innecesarios, solo nos quedard atribuir mayores recursos a fin
de realizar la tarea en tiempo menor.
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Estos recursos (homzres, mdquinas, equipos, materiales, etc.), calcuiados
o estimados, pueden reducitse a unidades monetarias. De este modo podriamos
construir el siguiente grafice:

Costo | !
% ]
ruptura ccrash -

minimo - = e
Ouracion oe la tarea
= “.J

El diagrama contemp!a las siguientes subposiciones:

1) Que a medida que disminuimos la duracion z;;, el costo de realizacién
aumenta.

2) Que por debajo ce d;; se necesitarian recursos infinitos para prqducir
disminuciones infinitesimales. O sea. djj es un limite inferior para las duraciones.

3) Que en sentido inverso, aumentando la duracion a partir de d;;, los
costos disminuyen hasta Dy;.

A partir de éste Gltimo valor volverian a aumentar. Ello se deberia a que
el rendimiento es decreciente por insuficiencia de recursos.

Luego no es razonabk aumentar la duracién por encima de Dj;. ;

A Djj la llamaremos su duracién normal y se estima en base a las condi-
ciones normales de trabajo y de facilidades disponibles. !

En cuanto a d;; Ia decominaremos duracién acelerada (duracién crash).

Costo directo esperado del programa

De lo anterior, vemos que para cada tarea se cumple:

a'{-).- <t i < D; 7

Si suponemos gque todas las tareas se realizan con su duracién normal,

obtendremos ¢, = Z Dyj, valor que denominaremos D, y:
i DEE:-
CDE.= Z oy
i pev

nos dari el costo directo minimo.

Al programa correspcadiente lo llamaremos programa normal. g

En cambio, si todas las tareas se realizan con su minima duracion.
0 sea aceleradas.

t,=dy = =z di
. i - S i pely 4
pero el costo serd miximo.
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Al programa lo llamaremos programa acelerado.
Estos valores podriamos representarlos por los puntos 1 y 2, respectiva-
mente, en el didgrama siguiente:

GD.EL
0. ﬂ.mdx._.. lz
3
. {
COmin. gl ST
e de I_L'n :_tn

Si, colocindonos en la posicidn 2 permitimos que las operaciones no
criticas aumenten su duracion, iremos reduciendo el costo sin aumentar la
duracién total, que depende, como se ha dicho, de las operaciones criticas.

Convendrd ir alargando aquellas no criticas que permitan mayor reduc-
cion. Este proceso lo podremos continuar hasta que hayamos agotado la
posibilidad de permitir el alargue de las no criticas. Llega un momento en que
aparecerdn nuevos caminos criticos y cualquier otra pretensién en la reduccion
de costos nos llevaria a tener que aumentar la duracion de una tarea critica
y por lo tanto modificar a d,. En ese momento tendriamos el costo minimo

para la duracidn acelerada (punto 3).

A menudo existen situaciones donde D, es muy largo, pero d, es muy
costoso para la aplicacion prictica. En tal caso nos interesard examinar posicio-
nes intermedias, dentro de la gama de soluciones factibles.

CO.E |
’2 "
o4
A
o3 [
oA
?f
.
ah tn On

Supongamos ahora que para todas las tareas tenemos:
djj < tij < Djj

En tal caso la duracion del proyecto serd:
dp <t; <Djp

y el C.D.E. sera tal que el punto representativo del estado podria ser A.

Si no queremos modificar el valor ¢, debemcs mantener el valor asignado
a las operaciones criticas.

Con respecto a las no criticas podemos actuar de dos maneras diferentes:

a) Supongamos que permitimos su extension dsrmnuyendo sus margenes
libres. Lograremos asi el menor C.D.E. para esa curacidn total f,. Sea A el
punto representativo.

b) Supongamox que por el contrario reducimos las duraciones hasta sus
valores minimos (crash), es decir, “compramos mazgen libre™. Habremos obte-
nido asi el C.D.E. mdximo para dicha duracién total t,. Sea 4" el punto
representativo.

Repitiendo el razonamiento para otras duraciones intermedias, llegaria-
mos a establecer el dominio de las soluciones posibles, donde la curva 1-3
indicarfa el lugar geométrico de las soluciones de costo minimo para diferentes
durzciones totales.

A
COE

. tn
CDE
A
e2
|
|
| g
*3
|
1 &
1 1 _’tn
dﬂ Dﬂ
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Como podemos estimar bastante bien los puntos 1, 2 y 3. si evoluciona-
mos desde la posicion 1; reduciendo el camino critico, actuando sobre las rareas
cuya pendiente de costo sea menor, podremos ir aproximande la curva 1-3,
lugar de las soluciones 6ptimas de los costos directos.

O sea, iremos reduciendo t,, eligiendo paso a paso entre ks operaciones
criticas, aquello que para igual disminucion de tiempo produzea el menor aumen-
to de costo. Asi iremos acelerando el programa con el minimo gas:o.

Cuando a medida que reduzcamos aparezcan nuevos camiros critices ten-
dremos que actuar sobre las combinaciones de tareas que situzdas sobre caminos
criticos paralelos produzcan el menor aumento de costo parz una misma
reduccion del tiempo.

En conocimiento de la curva 1-3, podriamos pensar en 1z optimizzcién
del costo total del programa.

Costo total del programa.

Hasta ahora nos hemos referido a costos originados dizectzmente por la
realizacion de cada tarea del proyecto. Evidentemente exister otros gistos
de la organizacion que contribuyen al costo total del prograrm=.

La absorcibn de gastos generales, los posibles costos purizorios per no
cumplir en tiempo la obra prevista, son costos que en general variin en furcion
de la duracién del programa. Su incidencia la indicaremos mediznte una curva
que denominaremos de costos indirectos.

Si se trata, por ejemplo, de la fabricacién de un nuevo proZucto, cuanto
mds se tarde en disponerlo menor sera la participacién en el merzado. Cuzndo
se trate de un proyecto de mantenimiento, las horas que insuma su desarolio
significarin, generalmente, pérdidas de produccion. En estos casss conveadra
estimar una funcion de pérdidas. Las representaremos con la curva 2.B.

A Costos

En conwcuencia obtendremos una curva de costo total que presentaria
un 6ptimo (ceste total minimo), CT® para una duracitn intermedia D°.

Observacion

Hemos dickio que existe una relacion entre la duracion de la tarea y los
recursos puesis =n juego para realizarla.
Si quisiéramos cuantificarla deberfamos tratar de conocer:

1ij = fcyj) osuinversa ¢j; = ¢ ()

En cierios casos, cuando los #;; se pueden considerar como ve_z]ures
determinados ¥ ro aleatorios, la duracién de la operz:ion queda determinada
para un costo dado. £

La curvz A3 podria representarse por una serie e segmentos rectilineos.

=

Una hipdtesis mis simplificativa, y que por lo unto nos aleja ain mas
de la realidad 2s suponer la variacion lineal entre 4 y B.

Para estos casos, existen algoritmos (Kelly y Fulkerson por ejemplo)
que nos permitirizn determinar el trazado de la curva ¢z las soluciones Optimas
(costos directes minimos), aproximando la curva 1-3 por una curva convexa
formada por segmentos rectilineos. Para una descripcion y aplicacion c‘le‘ lof
algoritmos citzdes remitimos al lector al libro “Métedo del camino critico
de A. Kaufmann w G. Desbazeille. y al trabajo de James E. Kelly (jr.), “Critical
Path Planning and Scheduling: Mathematical basis™ — ORSA — no. 9, 1961.
pp- 296 a 300.
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